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1 Linearna teorija stapa

Poznato je da Stap predstavlja osnovni element linijskog nosaca. Definicija Stapa po M. Duri¢u
je sledeca: Neka je data proizvoljna linija ik (slika 1), i neka su u ravnima normalnim na tu liniju
opisane zatvorene krive v koje ogranicavaju povrsi F'. TeziSta povrsi F', ¢ije su dimenzije male
u odnosu na duzinu linije ¢k, leze na liniji ik. Geometrijsko mesto tacaka krivih v je zatvorena
povrs I'. Telo ogranic¢eno povrsi I' i povrS§inama F' u tackama ¢ i k nazivamo Stapom.

Figure 1.1

Kriva ik je osa Stapa, povrs F' je poprecni presek Stapa, a povr§ I' je omota¢ Stapa koji sa
poprec¢nim presecima na krajevima predstavlja spoljasnju povrsinu Stapa.

Prema obliku ose Stapovi se mogu podeliti na prave i krive . U zavisnosti od oblika popretnog
preseka, Stapovi mogu biti konstantnog poprecnog preseka, ako su im popre¢ni preseci u svim
tacakama ose isti, i promenljivog popre¢nog preseka, ako su duz ose Stapa poprecni preseci
promenljivi.

U ovom udzbeniku razmatra se prorac¢un konstrukcija zasnovan na linearnoj teoriji stapa. U
okviru ove teorije, jednacine koje uspostavljaju vezu izmedu sila, pomeranja i deformacija Stapa
imaju linearan oblik, §to je omoguéeno uvodenjem sledeé¢ih pretpostavki:

e pretpostavka o malim pomeranjima (pretpostavka o statickoj linearnosti),
e pretpostavka o malim deformacijama (pretpostavka o geometrijskoj linearnosti),
e Hooke-ov zakon (pretpostavka o fizickoj linearnosti).

Dalja izlaganja odnosic¢e se na prave Stapove.

1.1 Spoljasnje i unutrasnje sile
1.1.1 Spoljasnje sile

Na stap deluju tzv. spoljasnje sile, kao zapreminske i povrsinske sile. One mogu biti aktivne
i reaktivne. U aktivne sile spada spoljasnje optereéenje Stapa, dok reaktivne sile predstavljaju
reakcije oslonaca i momenti ukljestenja. Spoljasnje sile mogu biti konzervativne i nekozerva-
tivne. Konzervativne sile su one ¢iji rad ne zavisi od putanje napadnih tacaka sila, ve¢ samo
od pocetnog i krajnjeg polozaja sila. Za konzervativno opteretenje je karakteristicno da ne
menja pravac niti veli¢inu pri deformaciji stapa, dok rad nekonzervativne sile zavisi od putanje
napadnih tacaka. One menjaju pravac i veli¢inu sa deformacijom Stapa.

Ravan Stap je Stap Cija osa sa jednom od glavnih centralnih osa inercije popre¢nih preseka lezi u
jednoj ravni, koju nazivamo ravan Stapa. Pod uticajem spoljasnjih sila Stap se deformise. Pret-
postavicemo da se radi o ravnoj deformaciji stapa, odnosno da osa Stapa i posle deformacije lezi
u ravni Stapa.
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Saglasno tehnickoj teoriji savijanja Stapa spoljasnje optereéenje zamenjujemo staticki ekviva-
lentnim silama ? i momentima 77} raspodeljenim duz ose Stapa (slika 2).

)
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Figure 1.2

Specifi¢no raspodeljeno opteretenje E), predstavlja silu po jedinici duzine ose Stapa:

7=l Q:@ (1.1)

m
As—0 As ds
Specifiéni raspodeljeni moment m, predstavlja moment po jedinici duzine ose Stapa:

m= lim Am _ dmt (1.2)

7 =
As—0 As ds

Da bi stap i posle deformacije ostao u svojoj ravni (ravan deformacije) sile 7 i spregovi mom-
enata moraju da leze u ravni Stapa.

Opterecenja 7 im duz diferencijalno glalog elementa ose Stapa zamenjujemo koncentrisanom
silom P i koncentrisanim momentom M.

Momenti su ¢esto ili jednaki nuli ili su tako mali da mogu da se zanemare. Iz tog razloga pret-
postavljamo da je Stap optereéen samo raspodeljenim ili koncentrisanim silama. Opterecenje
moze biti zadato duz ose Stapa ili po projekcijama ose Stapa.

Posmatramo raspodeljeno optereéenje proizvoljnog pravca ?ds koje mozemo razloziti na kom-
ponente u praveu ose Stapa, odnosno tangente i upravno na osu stapa, odnosno normale: P¢ds
i ?nds, ili na horizontalnu i vertikalnu komponentu: ?mds i ?yds. Ako je a ugao koji osa
Stapa zaklapa sa X-osom, veza izmedu komponenata je sledeéa, slika 3:

?t = 7xcosa+?ysina
?n = —?m sina—i—?ycosa

1.3
?m:?tcosa—?nsina )

?y = ?ncosoz—&— ﬁtsina

Figure 1.3
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1.1.2 Unutrasnje sile

Delovanje spoljasnjih sila izaziva u Stapu pojavu unutrasnjih sila. Unutrasnje sile shvatamo kao
povrsinske sile koje se prenose preko zamisljenih preseka u telu a izrazavamo ih preko napona.
Ako je 7 totalni napon na elementu povrsine dF tada je 7dF ukupna unutrasnja sila koja se
prenosi preko elementa dF'. Komponente totalnog napona 7 su normalna komponenta napona
0 = 0, i smicu¢a komponenta napona 7 = 7, (slika 4).

=}

Zk/ >
4 ‘crdF
dF

TdF

o]

y

Figure 1.4

Redukcijom svih sila 7dF koje se prenose preko elemenata pgx;réine jednog popre¢nog preseka
povrsine dF' na teziSte preseka, dobijaju se sila R i moment M.

ﬁ:ﬁ?ﬁ

(1.4)
_)
M:A?xﬁw

Sila ﬁ lezi u ravni Stapa, a vektor momenta ]\_/I> je upravan na ravan Stapa. Silu ﬁ razlazemo na
komponentu normalnu na poprecni presek, nazivamo je normalna sila i obelezavamo sa N, dok
se komponenta u ravni preseka, u pravcu ose y, obelezava sa T' i naziva transverzalna sila. Sile
N, T i M nazivamo sile u presecima Stapa. Osa x je osa Stapa, dok se osa y poklapa sa jednom
od glavnih osa inercije popre¢nog preseka. Po usvojenoj konvenciji znakova, normalna sila se
smatra pozitivnom ukoliko izaziva zatezanje preseka. Transverzalna sila je pozitivna ako tezi
da obrne element Stapa u smeru kazaljke na satu, dok se moment savijanja smatra pozitivnim
kada izaziva zatezanje donjeg vlakna. Sile u preseku se mogu odrediti iz normalnog i smi¢uceg
napona:

N:/adF
F

T:an (1.5)

M:/ade
F

Pored sila IV i T', u proracunu se koriste i horizontalna i vertikalna komponenta redukcione
rezultante, koje se oznacavaju sa H i V. Ove sile deluju u pravcima osa globalnog koordi-
natnog sistema X i Y. Veza izmedu ova dva sistema sila moze se uspostaviti projektovanjem
komponentnih sila jednog sistema na pravce sila drugog sistema (slika 5).
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N =Hcosa+ Vsina

\Y
T=—Hsina+ Vcosa
| (1.6)
H x H = Ncosa—Tsino
\ V = Nsina + T cosa
T N
Figure 1.5

1.1.3 Uslovi ravnoteze elementa Stapa

U Statici konstrukcija se pretpostavlja da su pomeranja tacaka pri deformaciji postupna, odnosno
da ne dolazi do pojave ubrzanja, a samim tim ni do pojave inercijalnih sila. Pretpostavlja se
da se optereéenje povec¢ava postupno, od nule do konac¢ne vrednosti. Veze izmedu spoljasnjih
i unutra$njih sila stapa dobijamo iz uslova ravnoteze elementa Stapa u kojima figurisu sve sile
koje deluju na taj element. U svakom trenutku spoljasnje i unutrasnje sile se nalaze u ravnotezi,
ali konacna ravnoteza se uspostavlja posto je deformacija Stapa zavrsena. Prema tome, uslove
ravnoteze treba posmatrati na deformisanom Stapu (slika 6):

M Vv
H T J} py(dx+du)

H-+dH
dx+du D’ ; :

Figure 1.6

x

Posmatramo element stapa C'D’ duzine (1 + €)ds optereéen spoljasnjim silama p, (dz + du) i
pz(dy + dv) i unutrasnjim silama na krajevima C’ i D’ (slika 6) koji je pod uticajem zadatih
spoljasnjih sila zauzeo ravnotezni polozaj. U preseku C’ deluju sile H, V i M. Na diferencijalno
malom rastojanju (1+ ¢)ds dolazi do prirastaja unutrasnjih sila za veli¢ine dH, dV tj. dM tako
da u preseku D’ deluju sile: H +dH, V +dV i M + dM. Veze izmedu unutrasnjih i spoljasnjih
sila dobi¢emo ispisivanjem tri uslova ravnoteze elementa Stapa: suma horizontalnih sila da je
jednaka nuli, suma vertikalnih sila da je jednaka nuli i suma momenata svih sila u odnosu na
tacku C’ da je jednaka nuli pod pretpostavkom da zanemarujemo momente od sila spoljasnjeg
opterecenja:

dH + p, (dy + dv) =0
dV +py (dr 4+ du) =0 (1.7)
dM + H (dy + dv) — V (dx + du) =0

U jednacinama pored nepoznatih unutrasnjih sila figurisu i nepoznata pomeranja. One su ne-
linearne jer se u njima pojavljuju proizvodi nepoznatih veli¢ina.
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Kako su pomeranja tacaka u odnosu na dimenzije Stapa male veli¢ine to ¢esto pomeranja na-
padnih tacaka spoljasnjih i unutrasnjih sila mogu da se zanemare. Tako pretpostavljamo da
spolja8nje sile medusobno sa unutrasnjim stoje u ravnotezi na nedeformisanom stapu. Ovu pret-
postavku nazivamo pretpostavka o malim pomeranjima. U tom slucaju uslovi ravnoteze postaju
linearne jednacine u kojim figurisu samo nepoznate sile u preseku. Posmatramo nedeformisan
stap (slika 7):

M AV
/l> py dx
M+dM

AN C = 3 H+d>H

Py dy ‘D{
V+dV
Je dX "

Figure 1.7

Da bi ispisali uslove ravnoteze Stapa na nedeformisanom Stapu, posmatrajmo element stapa C'D
opterecen spoljasnjim silama p,dx i pydz i unutrasnjim silama na krajevima C' i D. U preseku
C delujusile H, V' i M. Na diferencijalno malom rastojanju ds dolazi do prirastaja unutrasnjih
sila za veli¢ine dH, dV tj. dM tako da u preseku D deluju sile: H +dH, V +dV i M + dM.
Veze izmedu unutrasnjih i spoljasnjih sila dobi¢emo ispisivanjem tri uslova ravnoteze elementa
Stapa: suma sila u horizontalnom pravcu (z ose) jednaka je nuli, suma sila u vertikalnom pravcu
(y ose) jednaka je nuli i suma momenata svih sila u odnosu na tacku C' jednaka je nuli. Ako
u uslovima ravnoteze zanemarimo momente sile spoljasnjeg opterecenja u odnosu na tacku C,
dobijaju se uslovi ravnoteze sila koje deluju na element Stapa u obliku:

dV + pydx =0 (1.8)
dM + Hdy —Vdx =0
Uslovi ravnoteze se mogu ispisivati posmatajuéi lokalni koordinatni sistem u funkciji normalnih i

transverzalnih sila i momenata. U tom sluc¢aju uslovi ravnoteze predstavljaju algebarske zbirove
svih sila koje deluju na element Stapa u pravcu tangente i u pravcu normale na osu Stapa (slika

8).
M AT
p, ds
L@ 7; ‘l ! M-+dM
c —r= — JN+dN

prds D
“ T+dT
Figure 1.8
dN —|—ptds =0
dT + ppds =0 (1.9)
dM —Tds =0

Jednacine (1.8) tj.(1.9) predstavljaju linearne diferencijalne jednacine prvog reda, sto je posled-
ica uvodenja pretpostavke o malim pomeranjima. Ova pretpostavka naziva se i pretpostavka o
statickoj linearnosti jer se zahvaljujuéi njoj dobijaju linearne veze izmedu statickih veli¢ina.
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1.2 Deformacija stapa
1.2.1 Deformacija ose Stapa

Posmatra¢emo deformaciju jednog ravnog Stapa ¢ije se tacke pomeraju u pravcima koje su par-
alelne sa ravni Stapa (ravna deformacija). Prilikom pomeranja tacaka Stapa, pored pomeranja
koja poticu od promene polozaja ose u ravni Stapa, deSavaju se i deformacije ose Stapa. Zbog
toga uvodimo i veli¢ine koje postoje samo na onim mestima gde se osa Stapa deformiSe a jednake
su nuli na onim mestima gde se ona ne deformise. Takve veli¢ine nazivamo ¢isto deformacijske
veli¢ine.

Da bismo definisali deformacijske veli¢ine i uspostavili vezu izmedu njih i pomeranja tacaka ose
Stapa, posmatra¢emo jedan segment Stapa pre i posle deformacije (slika 9).

ax

*
*

Figure 1.9

Vezu izmedu pomeranja i obrtanja tacaka ose Stapa u, v i ¢ i dilatacije € dobi¢emo geometrijskim
razmatranjem. Posmatramo element Stapa C'D diferencijalno male duzine ds. Posle deformacije
tacka C' prelazi u tacku C” a tacka D u tacku D’. Komponente vektora pomeranja tacke C' su u
i v, a komponente pomeranja tacke D su u+du i v+ dv, gde su du i dv prirastaji komponenata
pomeranja na duzini ds. Pri deformaciji osa elementa C'D duzine ds prelazi u krivu liniju C'D’.
Duzina tetive C' D’ posle deformacije iznosi:

ds + eds = (1 + €)ds. (1.10)

Veli¢inu €, nazivamo dilatacija ose Stapa, i predstavlja promenu duzine ose Stapa po jedinici
duzine ose Stapa, tj. specificnu promenu duzine ose Stapa:
Al

9
Lik,

(1.11)

Ova veli¢ina je ¢isto deformacijska veli¢ina jer postoji samo na onim mestima gde se osa Stapa
deformise.

Element Stapa pre deformacije zaklapa ugao a sa X-osom. Posle deformacije tetiva C'D’ za-
klapa ugao a + ¢ sa X-osom. Veli¢ina ¢ predstavlja ugao za koji se obrne tangenta odnosno
normala na osu §tapa. Ona nije ¢isto deformacijska veli¢ina jer moze da postoji i onda kada se
osa Stapa ne deformise.
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Vezu izmedu komponenata pomeranja u, v obrtanja ¢ i dilatacije € dobijamo geometrijskim
razmatranjem:

dz +du=(1+¢)ds-cos(a+ )

, (1.12)
dy+dv = (1+¢)ds-sin(a+ )

Prethodne jednacine predstavljaju veze pomeranja u i v, obrtanja ¢ i dilatacije € u kojima
nista nije pretpostavljeno o njihovim veli¢inama, pa one vaze i onda kada pomeranja, obrtanja
i dilatacije imaju kona¢ne vrednosti. Teorija sa ovakvim vezama naziva se teorija konacnih ili
teorija velikih deformacija.

Pomeranja, obrtanja i deformacijske veli¢ine Stapa Cesto su tako male da je opravdano zane-
mariti njihove kvadrate i viSe stepene, kao i kvadrate i viSe stepene njihovih izvoda. Ova
pretpostavka naziva se pretpostavka o malim deformacijama.

Kada zanemarimo kvadrate i viSe stepene ugla ¢ tada je cosp =1 a sin ¢ = ¢ tako da je:

cos (a+ ) = cos acos p — sinasin p = cos a — psin a

1.13
sin (a4 ¢) = sinacos p 4 cos asin p = sina + ¢ cos « (1.13)
Kada jednac¢inu (1.13) uvrstimo u (1.12) dobija se:
dr+du= (1+¢)ds- (cosa — psina) (1.14)
dy+dv=(14+¢)ds- (sina+ ¢cosa) '
Uz uslov da je ep = 01 da je:
dxr = dscosa
) (1.15)
dy = dssin«
dobijaju se sledece veze izmedu pomeranja i deformacije diferencijalnog elementa Stapa
du = edx — pd
e (1.16)

dv = edy + pdx

Jednacine koje uspostavljaju vezu izmedu komponenata pomeranja i deformacije, date izrazom
(1.16), predstavljaju linearne diferencijalne jednac¢ine prvog reda. Zbog toga se pretpostavka o
malim deformacijama ¢esto naziva i pretpostavkom o geometrijskoj linearnosti.

1.2.2 Deformacija stapa kao tela

Ukoliko posmatramo deformaciju Stapa kao tela, potrebno je da pored dilatacije € odredimo jos
dve ¢isto deformacijske veli¢ine: klizanje poprecnog preseka ; i promenu krivine k. Klizanje
poprecnog preseka ¢y predstavlja promenu prvobitno pravog ugla izmedu popre¢nog preseka i
ose Stapa posle deformacije. U Tehnickoj teoriji Stapa, kada govorimo o deformaciji stapa kao
tela polazimo od Bernulijeve pretpostavke da se popreéni preseci Stapa ne deformisu, da pri
deformaciji ostaju ravni i upravni na deformisanu osu Stapa.

Ova pretpostavka je tacna samo za prizmati¢ne Stapove opteretene na Cisto savijanje. Kada
je Stap savijan silama poprecni preseci se vitopere, tako da tehnicka teorija savijanja ne vazi.
Uticaj smicuéih sila na deformaciju je relativno mali i uglavnom se moze potpuno zanemariti, a
odreduje se na osnovu pretpostavke da popreéni preseci pri deformaciji ostaju ravni, ali da nisu
upravni na deformisanu osu Stapa. Stap za koji vazi ova pretpostavka naziva se Timosenkov
stap (Timoshenko).
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Tehnicka teorija
savijanja Stapa

Timosenkov $tap

Figure 1.10

Posmatrajuéi deo pravog Stapa pre i posle deformacije (slika 10) zakljucuje se da je tacka C' na
osi Stapa pre deformacije presla u tacku C’ posle deformacije. Komponente vektora pomeranja
tacke C su w i v. S obzirom da govorimo o ravnoj deformaciji, pomeranja tacaka se odvijaju u
ravnima koje su paralelne ravni Stapa. To znaci da ¢e sve tacake koje leze na istom rastojanju
y od ose Stapa imati ista pomeranja: u(y) i v(y). Osa Stapa ostaje u ravni Stapa i posle de-
formacije, a popreéni preseci ostaju ravni, Sto govori da ¢ée rastojanje tacaka C'i C(y) u ravni
Stapa ostati nepromenjeno i jednako y. Ugao obrtanja tangente na osu Stapa oznacava se sa .
Prema Bernulijevoj hipotezi, poprecni preseci ostaju ravni i upravni na deformisanu osu stapa,
pa je u tehnickoj teoriji savijanja ugao obrtanja poprecnog preseka jednak uglu ¢ (slika 10).

Medutim, kod TimoSenkovog modela Stapa poprec¢ni preseci viSe nisu upravni na deformisanu
osu Stapa. Usled dejstva smicuéih sila dolazi do dodatnog obrtanja popre¢nog preseka za ugao
¢, koji je po konvenciji suprotnog smera u odnosu na ugao obrtanja Stapa ¢ i naziva se klizanje
popre¢nog preseka. Zbog toga je ugao obrtanja poprecnog preseka Stapa jednak razlici uglova

© 1 @y, odnosno p — ;.
Pomeranja tacaka na rastojanju y od ose Stapa

Pomeranje tacake C(y), koja se nalazi na rastojanju y od ose Stapa moze se izraziti u funkciji
pomeranja tacaka ose Stapa, kada je poznato klizanje popre¢nog preseka ;. 1z slike 10 sledi da
je:

u(y) = u — ysin(p — @)

(1.17)
v(y) = v —y[l —cos(p — ¢1)]
Na osnovu pretpostavke o malim deformacijama mozemo zapisati:
sin(p — = (p—
(o =) = (v — 1) (1.18)
1 —cos(p—pt) =0
pa jednacina (1.17) postaje
u(y) =u— —
() y(e — 1) (1.19)

v(y) = v
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Na osnovu jednacine (1.19) zaklju¢ujemo da su komponente pomeranja u(y) tacaka na ekvidis-
tantnom rastojanju y od ose Stapa linearna funkcija rastojanja y, Sto odgovara pretpostavci da
preseci posle deformacije ostaju ravni. Komponente pomeranja v(y) jednake su komponentama
pomeranja v tacaka ose Stapa.

Dilatacija elementa na rastojanju y od ose Stapa

Figure 1.11

Dilatacija ose Stapa je prethodno definisana. Medutim, da bi se odredila dilatacija elementa
Stapa koji se nalazi na rastojanju y od ose Stapa, potrebno je razmotriti zapreminski element
pravog Stapa duzine ds pre deformacije (slika 11). Pre deformacije osa stapa se nalazi izmedu
tacaka C'Cy da bi nakon deformacije ona presla u krivu liniju C'CY.

Prilikom deformacije poprecni presek u tacki C’ obrée se za ugao ¢. Na diferencijalno malom
rastojanju ds, ugao obrtanja popre¢nog preseka se menja za iznos dip, tako da ugao obrtanja
preseka u tacki C] iznosi ¢ +dy. Usled toga, poprecni preseci vise nisu paralelni a njihovi pravci
zaklapaju ugao dy i seku se u tacki O'.

Pod dejstvom smicuéih sila dolazi do dodatnog obrtanja poprecnog preseka u tacki C’ za ugao
klizanja poprecnog preseka —¢y, pa je ukupni ugao obrtanja poprec¢nog preseka u toj tacki
nakon deformacije jednak ¢ — ¢;. U tacki C] ugao klizanja se, u odnosu na tacku C’, menja za
iznos dypy, tako da ugao obrtanja poprecnog preseka u tacki C] iznosi —(p; + dyy).

Element stapa menja svoju duzinu za iznos eds, pri ¢emu je ¢ dilatacija ose Stapa. Nakon
deformacije, duzina elementa ose stapa C'CY iznosi ds + eds = (1 + €)ds. Radi odredivanja
promene duzine ekvidistantnog elementa na rastojanju y od ose Stapa, razmatra se element pre
deformacije, ¢ija je duzina ds. Nakon deformacije, ovaj element prelazi u polozaj C'yC'1y i
dobija duzinu [1 + e(y)]ds, gde e(y) oznacava dilataciju ekvidistantnog elementa na rastojanju
y od ose Stapa. Dilatacija ekvidistantnog elementa £(y) moze se odrediti na osnovu sli¢nosti
trouglova, pri ¢emu se dobija izraz za dilataciju ekvidistantnog elementa u slede¢em obliku:

d(p — 1)
g (1.20)

Obrtanje ¢; koje nazivamo klizanje Stapa je, kao i dilatacija, Cisto deformacijska veli¢ina,

ely) =~y
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odnosno javlja se na mestima na kojima se Stap deformiSe a jednake su nuli na mestima na
kojima se Stap ne deformise.

Ako pored dosad uvedenih defomacijskih veli¢ina uvedemo i veli¢inu koju nazivamo promena
krivine x mozemo zapisati slede¢u vezu:
d (e — 1)
=" 1.21

7 (1.21)
Ona je jednaka negativnoj vrednosti promene ugla obrtanja izmedu dva bliska popre¢na preseka
po jedinici duzine Stapa.
Ako vrednost promene krivine x uvrstimo u izraz (1.20) izraz za dilataciju ekvidistantnog ele-
menta postaje:

e(y) =€+ Ky (1.22)

1.3 Veze deformacijskih veli¢ina, sila u presecima i temperaturnih promena

Pri analizi naponskog i deformacijskog stanja Stapa izlozenog dejstvu spoljasnjih sila i temper-
aturnih promena, pored relacija koje povezuju deformacije i pomeranja, kao i uslova ravnoteze,
potrebno je definisati i konstitutivne relacije. Njima se uspostavlja veza izmedu deformacijskih
veli¢ina €, K 1 ¢ 1 unutradnjih sila u preseku N, T'i M. Oblik ovih relacija zavisi od pretpostavl-
jenog fizickog modela materijala. U okviru idealizovanog Hukovog modela materijala usvaja se
linearna zavisnost izmedu napona, dilatacija i temperaturnih promena. Na udaljenosti y od ose
Stapa dilatacija € i smicanje v proporcionalne su odgovaraju¢im naponima:

o(y)
e(y) = —~ + aut’(y)
Tf(Ey ) (1.23)
y) = el
gde su:

e(y) - dilatacija

~v(y) - klizanje

o(y) - normalni napona

7(y) - smicuéi napon

t(y) - temperaturna promena na odstojanju y od ose Stapa
E - modul elasti¢nosti

G - modul klizanja

o - koeficijent linearne temperaturne dilatacije materijala

Pretpostavimo da se ¢(y) menja linearno po visini Stapa, od vrednosti t, na donjem vlaknu
do vrednosti t, na gornjem vlaknu. Ako sa t° obelezimo temperaturnu promenu u osi Stapa,
a sa At temperaturnu razliku, koja je jednaka razlici temperaturnih promena donjeg i gornjeg
vlakna: At =t, — t,, tada je temperaturna promena t°(y) na odstojanju y od ose Stapa:

At
t°(y) = ¢° +y—- (1.24)

10
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Iz jednacina (1.23), (1.24) i (1.22) dobijamo izraz za normalni napon:

oly)y=E(e—aut’)+ E-y (ﬁ—atA}lt> (1.25)

Izraze za moment savijanja i normalnu silu dobi¢emo kada u izraze (1.5):

N:/Fa(y)dF

(1.26)
Mz/FyO(y)dF

uvrstimo dobijeni izraz za napon savijanja (1.25). Prilikom izrac¢unavanja vrednosti integrala
treba voditi racuna da je

/dF:F
F

/ ydF =0 (1.27)
F

/ y2dF =1
F

gde je F' povrsina poprecnog preseka a I moment inercije. Nakon integracije dobijaju se veze
izmedu presecnih sila i deformacijskih veli¢ina:

N = EF(e — aut°)
At 1.28

M=FI (Ii — at> ( )
h

Iz prethodnih jednac¢ina mogu se izraziti dilatacija ose Stapa e i promena krivine popre¢nog

preseka k u funkciji presecnih sila i temperaturne promene, odnosno temperaturne razlike:

. N + tO
g = EF it
(1.29)
TR T,

Veza izmedu klizanja ¢; i transverzalne sile T' dobija se iz jednacine veze izmedu smicuéeg
napona i deformacije, u kojoj je smi¢uéi napon 7(y) zamenjen izrazom za napon koji vazi u
Tehnickoj teoriji savijanja grede:

T(y) = 1;;9((5)) (1.30)

gde je T transverzalna sila, S(y) je staticki moment dela preseka, I je moment inercije poprec¢nog
preseka, a b(y) je sirina popreénog preseka. Kada u izraz (1.23) uvrstimo jednacinu (1.30) dobija
se da je smicanje na rastojanju y od ose Stapa jednako:

Y(y) = T 5)

=G T (1.31)

gde je G modul klizanja.
Na osnovu jednacine (1.31) mozemo zakljuciti da se klizanja 7(y) menjaju zajedno za napon-

ima smicanja po visini poprecnog preseka, kreéuéi od nule u krajnjim vlaknima do maksimalne
vrednosti u tezistu preseka. Zbog ovakve raspodele klizanja popre¢ni preseci se vitopere kao sto

11
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M
M0 1\ ‘L
T e T~ Jues
T oo |
90-ymax 1) I
b(y) . ds !
a) b) c) d)

Figure 1.12

je prikazano na slici 12c.

Ako stvarnu raspodelu smicanja zamenimo takvom raspodelom +/(y) pri kojoj je prizvod v/ (y)ds(y) =
const, tada je element Stapa izlozen deformaciji prikazanoj na slici 12d. Popreéni preseci pri

toj deformaciji ostaju ravni ali relativho smaknuti na kraju elementa duzine ds za veli¢inu

v (y)ds(y) = prds. Veli¢ina @y je promena ugla izmedu poprecénog preseka i ose Stapa. Ugao ¢y
odredujemo iz uslova da je rad napona smicanja 7(y) na posmatranom elementu Stapa duzine

ds pri pretpostavljenoj raspodeli smicanja 7/(y) jednak radu tih napona pri stvarnoj raspodeli
smicanja v(y). Rad napona smicanja pri stvarnoj raspodeli deformacije smicanja na elementu
Stapa duzine ds je jednak:

dA = / T(y)y(y)dsdF (1.32)
F
Konac¢no dolazimo do izraza za ugao klizanja popre¢nog preseka:
T
=k 1.33
Pt OF ( )

Jednacine (1.29) i (1.33) predstavljaju veze izmedu deformacijskih veli¢ina e, k i ¢y, sila u
preseku N, T i M i temperaturne promene t° i temperaturne razlike At. Te veze su linearne
zahvaljujuéi Hukovom zakonu, pa zbog toga pretpostavku o linearnoj vezi izmedu napona i
deformacije nazivamo i pretpostavkom o fizickoj linearnosti.

1.4 Rekapitulacija jednacina Stapa

Zahvaljujuéi uvedenim pretpostavkama o malim pomeranjima (pretpostavka o statickoj lin-
earnosti), malim deformacijama (pretpostavka o geometrijskoj linearnosti) i Hukovom zakonu
sve tri grupe jednacina kojima se uspostavljaju veze izmedu sila, pomeranja i deformacije Stapa
su linearne. Teorija u kojoj vaze uvedene pretpostavke naziva se linearna teorija Stapa ili teorija
prvog reda.

e jednacine ravnoteze elementa Stapa:

dN —i—ptds =0
dT’ + ppds =0 (1.34)
dM —Tds =0

e jednacine veze pomeranja i deformacije Stapa:

du = edx — pdy
dv = edy + pdx (1.35)

d(p — 1)
ds

12
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e jednacine veze deformacijskih veli¢ina, sila u presecima i temperaturnih promena:

_ N + tO
&g = EF (673
M At
KR = ﬁ_’_at? (136)
T
= ]{:7
Pt OF

U jednacinama (1.34), (1.35) i (1.36) linearne teorije Stapa figuriSe ukupno devet nepoznatih
veli¢ina Stapa:

o staticke veli¢ine: M, NiT
e pomeranja i obrtanja: u, v, i ¢
e deformacijske veli¢ine: €, K, 1 4

Prve dve grupe jednacina (1.34) i (1.35) predstavljaju Sest linearnih diferencijalnih jednacina
prvog reda, dok su jednacine (1.36) linearne algebarske jednacine. Iz jednacina (1.36) se de-
formacijske velic¢ine €, k i ¢y mogu izraziti u funkciji statickih veli¢ina N, T, i M i zameniti u
jednac¢inama (1.35). Tako se problem odredivanja statickih vel¢ina i pomeranja, odnosno obr-
tanja tacaka svodi na sistem od Sest diferencijalnih jednacina u kojima figuriSe Sest nepoznatih
velicina: M, N, T, u, v, i .

Da bi se nepoznate mogle jednoznacno odrediti potrebno je da pored geometrijskh karakteristika
Stapa, fizickih konstanti materijala i spoljasnjeg opterecenja poznajemo jos i Sest integracionih
konstanti. One se odreduju iz grani¢nih uslova, odnosno uslova na krajevima Stapa. Grani¢ni
uslovi mogu biti zadati po silama ili po pomeranjima (slikal3).

Na slici 13a prikazane su sile na krajevima Stapa ik. Od prikazanih Sest sila, tri sile se uvek
mogu odrediti iz uslova ravnoteze Stapa, $to znac¢i da maksimalno tri grani¢na uslova Stapa
mogu biti zadata po silama. To mogu biti ili sile na jednom kraju Stapa, ili sile na drugom
kraju Stapa, ili bilo koje tri kombinacije sila u presecima.

Mi

M "
lii}/vi k/k>l\lk %/VI kv\gk

N

a) b)

Figure 1.13: Granicéni uslovi $tapa

Na slici 13b prikazane su komponente pomeranja i obrtanja krajeva Stapa. Najvise moze biti
zadato Sest komponenata pomeranja, dok je minimalno potrebno znati tri pomeranja koja
definisu pomeranje stapa kao krutog tela. To su obi¢no pomeranja i obrtanja krajeva Stapa.

Prema tome, mozemo zakljuciti da je maksimalan broj koji moze da bude zadat po silama,
odnosno minimalan broj uslova koji mora da bude zadat po pomeranjima je tri.

Ako su tri grani¢na uslova zadata po silama, a tri po pomeranjima, tada u linearnoj teoriji

sile u presecima mogu da se izracanaju iz uslova ravnoteze (1.34). Kada su poznate sile u
presecima tada se uz koristenje jednac¢ina (1.36) mogu odrediti deformacijske veli¢ine €, k 1 ¢y,

13
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a iz jednac¢ina (1.35) i grani¢énih uslova po pomeranjima mogu se odrediti pomeranja tacaka
i obrtanja poprec¢nih preseka Stapa. Za takav problem Stapa kazemo da je staticki odreden.
Na slici 14 su prikazana dva staticki odredena sistema kod kojih su na razli¢ite nacine zadati
granic¢ni uslovi, tri po pomeranjima i tri po silama.

B Mk M My
S_ijggli K N Ek/vi k } Sik
= .
%:Oa / Q‘\ /777777777
T ui=0 vi=0
k vi=0
a) : b)

Figure 1.14: Staticki odreden problem Stapa

Kada je broj grani¢nih uslova zadatih po silama manji od tri tada sile u presecima ne mogu da
se izrac¢unaju samo iz uslova ravnoteze. Tada, da bismo odredili sile u presecima Stapa moramo
uzeti u obzir i pomeranja odnosno obrtanja Stapa. Za takav problem Stapa kazemo da je staticki
neodreden. Na slici 15 su prikazana dva stati¢ki neodredena sistema, u prvom slucaju svih Sest
grani¢nih uslova je zadato po pomeranjima, dok je u drugom sluc¢aju pet grani¢nih uslova zadato
po pomeranjima a jedan po silama.

k
ui=0y. ux=0 ui=0y. ux=0
vi=0 g R vie=0 vi=o} k; vk=0
f/’i=0a 2 \ »=0 gq:oa )

Figure 1.15: Staticki neodreden problem Stapa
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2 Analiza linijskih nosaca

Nosaci predstavljaju sisteme medusobno povezanih Stapova koji su sposobni da prime i pre-
nesu optereéenje na tlo preko svojih oslonaca. Oni mogu biti prostorni ili ravni u zavisnosti
od polozaja koji zauzimaju u prostoru. U ovom udzbeniku éemo se baviti samo analizom
nosaca kod kojih su ose svih Stapova prave linije, koje zajedno sa jednom od glavnih osa inercije
popre¢nih preseka leze u istoj ravni koja predstavlja ravan nosaca.

Ravni linijski nosa¢i u zavisnosti od nacina na koji su Stapovi povezani mogu biti puni ili
reSetkasti nosaci. ReSetkasti nosaci se sastoje od prostih Stapova koji su medusobno povezani
zglobnim vezama. To su Stapovi koji su sposobni da prime i prenesu optere¢enja samo u pravcu
svoje ose. Puni nosaci su oni kod kojih postoji bar jedna kruta veza.

2.1 Staticki i deformacijski nepoznate veli¢ine nosaca

Da bi stanje napona u nosac¢u bilo definisano potrebno je da za nosa¢ odredimo reakcije
spoljasnjih veza (reakcije oslonaca i momente ukljestenja) i presecne sile koje nastaju delo-
vanjem nekog proizvoljnog spoljasnjeg opterecenja.

Kao sto smo rekli, reakcije spoljasnjih veza predstavljaju reakcije oslonaca i momenti ukljestenja.
Broj nepoznatih reakcija oslonaca ¢emo obeleziti sa z,, a broj nepoznatih momenata ukljestenja
sa Zy.

Unutrasnje sile bi¢e poznate kada su poznate sile u presecima svih stapova tog nosac¢a. Da bi one
bile odredene potrebno je da pored optereé¢enja budu poznate i tri staticki nezavisne velicine:
aksijalna sila Stapa S;;, i momenti na krajevima Stapa M; i M. S obzirom da svaki Stap ima
jednu aksijalnu silu, znaci da je ukupan broj nepoznatih aksijalnih sila S;; jednak broju Stapova
u nosacu koji obelezavamo sa zs. Broj nepoznatih momenata na krajevima Stapova, u svakom
¢voru gde postoji kruta veza Stapa, jednak je broju stapova kruto vezanih u ¢évoru, odnosno
za jedan je veéi od broja krutih uglova u ¢voru. Ako sa m oznacimo broj grupa kruto vezanih
Stapova, onda je ukupan broj nepoznatih momenata M; i M na krajevima Stapova nosaca za m
veéi od broja krutih uglova u nosacu zx. Odnosno, zaklju¢ujemo da je ukupan broj nepoznatih
momenata u nosacu zx + m.

Na osnovu prethodno navedenog mozemo zakljuciti da je ukupan broj nepoznatih spoljasnjih i
untrasnjih sila u nosacu jednak: broju nepoznatih rekacija oslonaca z,, momenata ukljestenja
zyu, aksijalnih sila z; i momenata na krajevima Stapova z; + m, odnosno:

Zo+ 2y + 25 + 21 + M (2.1)

Za potpuno odredivanje stanja nosaca nije dovoljno poznavati samo unutrasnje i spoljasnje sile,
veé je potrebno odrediti i njegove deformacijske veli¢ine. Zbog toga je, pored statickih veli¢ina,
neophodno uvesti i odgovarajuéi broj deformacijskih veli¢ina. Kao $to je ranije naglageno, pri
tome je potrebno zadati najmanje tri grani¢na uslova po pomeranjima. Ove veli¢ine nazivaju
se deformacijski nezavisne veli¢ine Stapa.

Kao deformacijski nezavisne veli¢ine mogu se izabrati tri od ¢etiri komponente pomeranja koje se
javljaju na krajevima nosaca. Time je broj nepoznatih veli¢ina manji od ukupnog broja kompo-
nenti pomeranja krajnjih tacaka Stapova. Medutim, unapred nije moguée jednoznacno utvrditi
koje komponente pomeranja treba izabrati kao deformacijski nezavisne veli¢ine. Zbog toga se
sve Cetiri komponente pomeranja krajeva Stapa uvode kao deformacijski nepoznate veli¢ine.
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Ako je K ukupan broj ¢vorova nosaca, a u svakom ¢voru postoje dve nepoznate komponente
pomeranja, ukupan broj nepoznatih komponenti pomeranja ¢vorova nosaca iznosi 2K.

Zaklju¢ujemo da je ukupan broj statickih i deformacijskih nepoznatih veli¢ina u nosacu jednak:

Zo+ 2y + 25+ 2 +m+ 2K (2.2)

2.2 Osnovne jednacine ravnih nosaca

Jednacine iz kojih se mogu odrediti osnovne staticke i deformacijski nepoznate veli¢ine sastoje
se od dve grupe jednacina a to su:

e uslovi kompatibilnosti pomeranja ¢vorova nosaca

e uslovi ravnoteze nosaca

2.2.1 Uslovi kompatibilnosti pomeranja ¢vorova nosaca

Uslovi kompatibilnosti pomeranja ¢vorova nosac¢a predstavljaju veze pomeranja ¢vorova sa jedne
strane i deformacijskih veli¢ina Stapova, pomeranja oslonaca i obrtanja ukljestenja sa druge
strane. Oni se sastoje od cetiri grupe jednacina.

Uslovi kompatibilnosti pomeranja krajeva Stapova

Prva grupa jednacina predstavlja vezu izmedu pomeranja ¢vorova na krajevima Stapa i promene
duzine tetive tog istog stapa (slika 16)

Figure 1.16

Promena duzine ose stapa data je izrazom:
Al = Uy, — U (2.3)

gde su sa uy, i u; obelezena pomeranja krajeva Stapa u pravcu ose lokalnog koordinatnog sistema.
Ukoliko zelimo napisati vezu za globalni koordinatni sistem dobijamo da je promena duzine ose
Stapa jednaka:

Al = (up — u;) cosa + (v — v;) sin o (2.4)

Ukupan broj jednacina (2.3) odnosno (2.4) jednak je broju stapova nosaca zs.
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Uslovi kompatibilnosti obrtanja ¢vorova

Druga grupa jednacina sledi iz uslova krute veze (slika 17)

Figure 1.17

Tik + Vik = Tir + Vir (2.5)

Posmatramo dva Stapa, kruto vezana, posSto krut ugao sprecava relativna obrtanja poprecnih
preseka znaci da su obrtanja poprec¢nih preseka stapova kruto vezanih u ¢voru ista i jednaka su
o — . Iz Cega sledi da je:

O — ot = Tikg T Yik = Tir + Yir (2.6)
odnosno:
Tik — Tir = 1/}2143 - Q;Z)ir (27)

Ukupan broj jednaéina (2.6) odnosno (2.7) jednak je broju krutih uglova u nosacu.
Uslovi kompatibilnosti pomeranja oslonaca

Posmatramo pomeranje ¢vora ¢ koji je oslonjen na elasti¢an oslonac ¢iji pravac zaklapa ugao
sa X osom koordinatnog sistema. Ako sa c¢,; obelezimo pomeranje oslonca u pravcu oslanjanja
sa slike 18 sledi:

Coi = W; o8 B; + v; sin f3; (2.8)

Ukuapn broj jednacina (2.9) jednak je broju oslonaca z,.
Uslovi kompatibilnosti obrtanja ukljestenja

Poslednju jednac¢inu dobijamo iz uslova da je obrtanje poprec¢nog preseka u ukljestenju jednako
zadatom obrtanju ukljestenja

Cui = ik + Tik = © — ¢4 (2.9)

Ukuapn broj jednacina (1.45) jednak je broju oslonaca z,.

Figure 1.18 Figure 1.19
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Mozemo zakljuciti da je ukupan broj uslova kompatibilnosti pomeranja ¢vorova nosaca jednak
ukupnom broju elemenata nosaca:

Zo + 2y + 25 + 21 (2.10)

2.2.2 Uslovi ravnoteze nosaca

Da bi odredeni sistem Stapova mogao da bude nosa¢ potrebno je da budu ispunjeni uslovi
ravnoteze nosaca u celini i uslovi ravnoteze sila u ¢vorovima tog nosaca.

Da bismo ispisali uslove ravnoteze nosaca zamislicemo da smo kruznim presecima isekli sve
¢vorove nosaca i na taj nacin nosac rastavili na z; nezavisnih stapova i K nezavisnih ¢vorova.
Posmatramo ¢vor (slika 20) u kome su neki Stapovi kruto a neki zglobno vezani. Pored sila
u Stapovima, na ¢vor deluju i aktivna spoljasnja sila P; i koncentrisani moment M;. U ¢voru
koji je oslonjen i ukljesten deluju jos i reakcije oslonca C,; i moment ukljestenja Cy;. U svakom
¢voru mozemo zapisati tri uslova ravnoteze: prvi da je suma svih sila u pravcu ose X jednaka
nuli, drugi da je suma svih sila u pravcu ose Y jednaka nuli i treé¢i, da je suma momenata u
¢voru jednaka nuli. Ako ispisemo redom navedene uslove ravnoteze sila u posmatranom ¢évoru
dobija se:

Figure 1.20

Z Hjj, cos oy, — Z Viksin agg, + Coi cos B; + Pip = 0
Z H;. sin oy, — Z Vik cos ot + Co;sin 3 + Py = 0 (2.11)
ZﬁMik 4+ Cyi +M; =0

Ako bismo vertikalne sile prikazali preko staticki nezavisnih velicina My, My; i Si; (slika 21):
dobijamo:

My — M

Vik = Ry{'r + %
i (2.12)

My — M;

Vii = —Ry§r + B ; i
ik
odnosno:

Hiy — Hyi = Ry (2.13)

18



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

Figure 1.21
Po definiciji znamo da je:
Hip, + Hy = 2Si, (2.14)
znaci da je:
R
Hip = Sir, + 73:
(2.15)
Ry
Hyi = Sir, — >
Ako prethodno izvedene izraze uvrstimo u uslove ravnoteze évorova (2.11) dobija se:
M — M
Z Sk COS (i, — Z ki T ik sinayg + CycosB; + H; =0
Lik
M — M
Z S sin o, + Z % cosa, + Coisin3; +V; =0 (2.16)
ik
ZHMik+Cui+Mz‘ =0
gde je:
1
H;, =P, + - ZRz COS il — ZRyf‘R sin oy,
2 (2.17)

1 . .
Vi=Py+ EZRxsmaik + ZRy§ R COS (v,

Jednacine (2.16) predstavljaju uslove ravnoteze ¢vorova nosaca. Za svaki ¢vor mogu se zapisati
dva uslova ravnoteze sila u ¢voru, $to znaci da je ukupan broj uslova ravnoteze sila u ¢vorovima
nosaca 2K. Ukupan broj uslova ravnoteze momenata u ¢vorovima je m, odnosno jednak je broju
¢vorova u kojima postoji bar jedan krut ugao. Znaci, ukupan broj jednac¢ina uslova ravnoteze
¢vorova nosaca koje mozemo zapisati je 2K + m. U njima je nepoznato:

e 2, reakcija oslonaca C;
e 2, momenata ukljestenja C;
e 2z, sila Sy

e z; +m momenata M, i My;
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2.3 Klasifikacija nosaca

Nosaci mogu biti samo oni sistemi koji zadovoljavaju odredene uslove. Ti uslovi se mogu iskazati
u kinematickom ili statickom obliku. U zavisnosti od ovih uslova mozemo izvrsiti staticku i
kinematicku klasifikaciju nosaca.

2.3.1 Kinematicka klasifikacija nosaca

Sistem Stapova moze biti nosa¢ samo ako je kinematicki stabilan, odnosno takav da njegovi
¢vorovi ne mogu da se pomeraju a da se pri tome ne deformiSe ni jedan Stap, ne pomeri ni jedan
oslonac ili ne obrne ni jedno ukljestenje. Sistemi Stapova ¢iji ¢vorovi mogu da se pomeraju bez
deformacije Stapova, pomeranja oslonaca i obrtanja ukljeStenja su kinematicki labilni sistemi
odnosno mehanizmi. Oni ne mogu biti nosa¢i. Analiticki kriterijum o tome da li je neki
sistem kinematicki stabilan ili labilan izvodimo iz uslova kompatibilnosti pomeranja ¢vorova iz
poglavlja 2.2.1. Kada je broj jednacina jednak broju komponenti pomeranja ¢vorova odnosno
kada je:

Zo + 2y + 25 + 21 = 2K (2.18)

i kada su jednacine medusobno nezavisne odnosno determinanta tih jednacina je razlic¢ita od
nule, D # 0, za sistem kazemo da je KINEMATICKI STABILAN.

Kada je broj nepoznatih veéi od broja jednacina:

Zo+ 2y + 25 + 25 > 2K (2.19)
za sistem kazemo da je KINEMATICKI VISESTRUKO STABILAN.
Kada je broj nepoznatih manji od broja jednacina:

Zo + 2y + 25 + 21 < 2K (2.20)

za sistem kazemo da je KINEMATICKI LABILAN.

2.3.2 Staticka klasifikacija nosaca

U statickom smislu nosa¢i su sistemi koji su sposobni da prime optere¢enje i prenesu ga na
oslonce. Analiticki kriterijum da li neki sistem Stapova moze biti nosa¢ odreduje se poredenjem
broja static¢ki nepoznatih veli¢ina sa brojem uslova ravnoteze koje je moguée ispisati. Nepoznate
veli¢ine su:

e 2, reakcija oslonaca Cl;
e 2, momenata ukljestenja C;
° ZS sila S@k
e 2z +m momenata My 1 My;
Ukupan broj jednacina koje je moguce ispisati:
e 2K uslova ravnoteze sila u ¢vorovima nosaca

e m suma momenata u ¢vorovima u kojima postoji bar jedan krut ugao.
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Kada je broj nepoznatih jednak broju jednacina:

Zot 2yt 2zs+ 2z +m=2K+m (2.21)
odnosno
Zo + 2y + 25 + 21 = 2K (2.22)

i kada su jednacCine medusobno nezavisne odnosno determinanta tih jednacina je razlicita od
nule D # 0 za sistem kazemo da je STATICKI ODREDEN.

Kod staticki odredenih nosaca reakcije oslonaca, momenti ukljeStenja i sile u presecima zavise
samo od optere¢enja nosaca i jednake su nuli kada je nosa¢ neoptereéen.

Kada je broj nepoznatih manji od broja jednacina:

Zot 2yt 2zst+zt+m<2K +m (2.23)
odnosno
o+ Zy+ Zs+ Zy, < 2K (2.24)

za sistem kazemo da je STATICKI PREODREDEN.
Kada je broj nepoznatih veéi od broja jednacina:

Zo+t 2yt 2s+ 2z +m>2K +m (2.25)
odnosno
Zo+ 2y + 25 + 25 > 2K (2.26)

za sistem kazemo da je STATICKI NEODREDEN.
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3 Staticki neodredeni nosaci

Staticki neodredeni nosaci su nosac¢i kod kojih reakcije oslonaca, momenti ukljestenja i sile u
presecima ne mogu da se odrede samo iz uslova ravnoteze. U prethodnom poglavlju je izveden
kriterijum za staticku klasifikaciju nosaca. Zakljuceno je da kada je broj nepoznatih veéi od
broja jednacina uslova ravnoteze nosaca:

Zo+ 2yt 25tz +m>2K +m (3.1)
odnosno
Zo+ 2y + 25 + 25 > 2K (3.2)

za sistem kazemo da je STATICKI NEODREDEN.
Razlika:
(2o + 20+ 2s + 2z, + m) — (2K +m) (3.3)

predstavlja broj nepoznatih unutrasnjih ili spoljasnjih sila i momenata koji mogu da se izaberu
proizvoljno a da uslovi ravnoteze budu zadovoljeni. Te veli¢ine nazivamo staticki neodredene
veli¢ine i obelezavamo ih sa X7, Xo, ...X,,. Ako tim veli¢inama zadamo neke vrednosti, iz
uslova ravnoteze nalazimo reakcije oslonaca, momente ukljestenja i sile u presecima koje sa
njima stoje u ravnotezi. Svaki takav sistem predstavlja jedno ravnotezno stanje posmatranog
staticki neodredenog nosaca.

3.1 Metoda sila

Metoda sila predstavlja metodu za odredivanje presecnih sila i reakcija oslonaca kod staticki neo-
dredenih nosaca. U ovoj metodi za nepoznate veli¢ine biramo sile, odnosno reakcije spoljasnjih
ili unutrasnjih veza. Uklanjajuéi veze ¢ije smo reakcije odabrali da budu staticki neoderedene
veli¢ine formiramo staticki odreden sistem. Vrednost staticki nepoznatih veli¢ina dobijamo
iz uslova kompatibilnosti pomeranja, a kada su one poznate ispisivanjem uslova ravnoteze
odredujemo i ostale nepoznate velicine.

U poglavlju 2.2.2 smo izveli uslove ravnoteze ¢vorova nosacakojih ukupno ima 2K + m:

M — M
Z Sik COS Qi — Z % sin o, + Coicos B + H; = 0
ik
M — M
Z S sin o, + Z % cosap + Coisin; +V; =0 (3.4)
ik
ZﬁMik+Cui+Mi =0

U njima figurisu staticki nezavisne veli¢ine S;i, M;r i My;, reakcije oslonaca C,;, momenti
ukljestenja C; i slobodni ¢lanovi H; i V;:

1
H;, =P, + 5 E R, cos o, — E Ryf‘R sin ok
3.5)
[ , (
%Zﬂy+§ E R, sin oy, + E R, & R cos ai,

Posto je kod staticki neodredenih nosaca broj nepoznatih veéi od broja jednacina potrebno je da

odaberemo staticki neodredene veli¢ine kako bi sistem postao odreden. Za staticki neodredene
velicine mogu da budu izabrane neke od nepoznatih reakcija oslonaca i momenata ukljestenja
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Cy; odnosno Cy;, sile S;,, momenti na krajevima Stapova M;;, i My, ili neke linarne homogene
funkcije tih veli¢inas:
Fi(Cj, Sik, M) = X1
F>(Cy, Sik, M) = Xo (3.6)
Fo(Cj, Sige, M) = X

Ukupan broj ovih jednacina (3.6) je n kolika je i staticka neoderedenost nosaca i one zajedno
sa 2K + m jednacina uslova ravnoteze ¢vorova nosaca (3.4) ¢ine potpun sistem od 2K +m +n
jednacina iz kojih mogu da se odrede sve staticki nepoznate veli¢ine.

Slobodni ¢lanovi u uslovima ravnoteze su velicine H;, V; i M; koje zavise samo od spoljasnjeg
opterecenja nosaca p, a slobodni ¢lanovi u prethodnim jednaCinama su staticki neodredene

velicine X7, Xo, ... X,,, pa reSenja sistema jednacina mogu da se prikazu kao linearne funkcije
opterecenja p i velicina X1, Xo, ... X,,.
Ako sa:

Cj.05 Sik,0, Mik 0,

Cjas Sik1, Mig 1, (3.7)

Cj,na Sikﬂ’b? Mik,na

oznacimo reakcije oslonaca, momente ukljestenja i staticki nezavisne veli¢ine pojedinih Stapova
koje dobijamo reSenjem sistema jednacina stavljajuci sukcesivno da je:

p#o, XHIO7 XQZO, ano
p:(), Xlzl, XQZO, Xn:()
p:O, X1:0, X2:1, Xn:O
p=0, X;=0Xo=0, ... X,=1

opsta resenja ovih jednac¢ina mogu se prikazati u slede¢em obliku

C; =Cjo+X1Cj1 + XoCjo+ ...+ X,,Cjp
Sit = Sik,0 + X181 + XoSik2 + ...+ XnSikm (3.8)
Mk = Migo + XaMig1 + XoMig o + ... + Xn Mk

Velicine C 0, Sik0, Mir,0 su reakcije oslonaca, momenti ukljeStenja i staticki nezavisne velic¢ine

Stapova, ravnoteznog stanja nosaca kada je on optereéen optereéenjem p a kada su sve staticki
neodredene veli¢ine nosaca jednake nuli.

Velicine Cjm, Sikm, Mikm (za m = 1,2,...n) su reakcije oslonaca, momenti ukljeStenja i
staticki nezavisne veli¢ine Stapova, medusobno nezavisnih ravnoteznih stanja neoptereéenog
nosaca.

Kada izraze za sile i momente uvrstimo u izraze za presecne sile sledi:

N=Nog+ XNy + XoNo+ ...+ XN,
T=Ty+X\Th+XoTIr+...+ X, T, (3.9)
M= My+ XiM; + XoMs + ...+ X, M,
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pri Cemu su:

No, To, Mo;
N17T17M1;
N27T27M2; (310)

NTLvT’na MTM

sile u presecima stanja X; = 0, odnosno sile u presecima unutrasnjih ravnoteznih stanja X; =1,
Xo=1do X,, = 1.

Umesto proizvoljnih linearnih funkcija nepoznatih spoljasnjih i unutrasnjih sla Cj, Sy, M,
za staticki neodredene veliCine najcesée biramo reakciju jedne veze. To moze biti reakcija
oslonca C\; ili moment ukljestenja C,; ili reakcija unutrasnje veze, na primer normalna sila V;
ili transverzalna sila T; ili moment savijanja M;. Ako za staticki neodredene veli¢ine izaberemo
neke od nepoznatih spoljasnjih i unutrasnjih sila, i na taj nacin uklonimo veze, jer smo ih zame-
nili sa staticki neodredenim veli¢inama, dobijamo sistem koji je staticki odreden. Takav sistem
se naziva osnovni sistem datog nosaca. U tom sluc¢aju prethodne jedna¢ine imaju jednostavna
staticka znacenja, odnosno:

e C0,Sik0, Mi,0 odnosno Ny, Ty, My predstavljaju reakcije i sile u presecima koje izaziva
opterec¢enje p kada je X; =0

o Cjm,Sik,m> Mik,m odnosno Ny, T,,, M,, predstavljaju reakcije i sile u presecima kada na
njega deluje opterecenje X,, =1zam=1,2,...n.

Bilo koji uticaj Z u staticki neodredenom nosacu moze se odrediti prrimenom principa super-
pozicije uticaja i prikazuje se kao zbir uticaja Z, u osnovnom sistemu od optereéenja i uticaja
Z; u osnovnom sistemu usled stanja X; =1,¢1=1,2,3,...n

n
Z:ZO+Z1X1—|—22X2+...+Z,LX”:Zo—i—ZZZ-Xi (3.11)
=1

3.2 Osnovnl sistem

Sistem koji dobijamo kada iz datog staticki neodredenog nosaca uklonimo veze Cije smo reak-
cije izabrali za staticki neodredene veli¢ine nazivamo osnovni sistem tog nosaca. One se mogu
usvojiti proizvoljno ali je potrebno voditi racuna da se za staticki nepoznatu veli¢inu ne moze
izabrati reakcija veze koja se moze odrediti iz uslova ravnoteze i da sistem koji nastane uk-
lanjanjem veza ¢ije smo reakcije odabrali za staticki neodredene veli¢ine mora biti kinematicki
prosto stabilan.

Za izbor osnovnog sistema uvek postoji viSe moguénosti, ali treba teziti da osnovni sistem
predstavlja neki od poznatih nosaca, prosta greda, luk na tri zgloba, lanac ploca, odnosno nosac
za koji ée biti najlakse odrediti reakcije sile veza i sile u presecima usled zadatog opterecenja.
Uticaji u osnovnom sistemu bice jednaki uticajima u datom staticki neodredenom sistemu kada
u njemu uklonjene veze zamenimo reakcijama X; do X,,.

Na slici 22 mozemo videti principe formiranja osnovnog sistema. Za staticki nepoznatu veli¢inu
mozemo izabrati reakcije spoljasnjih veza, na primer reakciju oslonca Cy; ili moment ukljestenja
Cyi. U tom slucaju staticki neodredena veli¢ina je jedna sila odnosno jedan moment i ona odgo-
vara reakciji veze koju smo uklonili. Pored toga, za staticki nepoznatu veli¢inu mozemo birati i
reakciju unutrasnjih veza, na primer moment M;, transverzalnu silu 7; ili normalnu silu N;. U
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tom slucaju staticki neodredena veli¢ina predstavlja par sila ili par momenata.

Kod nosaca koji su visestruko staticki neodredeni moguce je u jednom preseku ukloniti i vise
od jedne veze i tada ih zamenjujemo sa odgovarajuc¢im brojem staticki nepoznatih veli¢ina.

- 1

i C

X

N
0 —

Figure 1.22

3.3 Uslovne jednacine za staticki neodredene veli¢ine

Presecne sile staticki neodredenih nosaca mogu se izra¢unati prema slede¢em izrazu:
N =Ny+ X1Ny +XoNs + ...+ X, N,
T=Ty+X1Th + XTI+ ...+ X,, T, (3.12)
M = My+ XMy + XoMs + ...+ X, M,
Sto znaci da su one odredene kada su poznate vrednosti staticki neodredenih veli¢ina X, Xo,
. X

Veli¢ine X1, Xo, ... X, ée se odrediti iz uslovnih jednac¢ina koje dobijamo primenom principa
virtualnih sila.

Princip virtualnih sila, veza mogucéih ravnoteznih stanja i mogucih stanja deforma-
cije

Posmatrajmo staticki odreden ili staticki neodereden nosa¢ i dva stanja tog nosaca: jedno
moguce ravnotezno stanje kada je on opterecen sa pp, py 1 P, M sa reakcijama Cio 1 Cy; isa
silama u presecima N T M i jedno moguce stanJe deformacije k, 5,<pt sa pomeranjima oslonaca

Coi 1 G kojima odgovaraju obrtanja preseka ¢ i pomeranja 5 i 7. Veza moguéih ravnoteznih
stanja i mogucih stanja deformacije datog nosaca data je izrazom [1]:

ST PS+ Y Ci= [ (Wi N2+ TG ds (3.13)

Kada u ovu jedna¢inu za moguée stanje deformacije unesemo pomeranja i deformacijske veli¢ine
koje se u nosacu stvarno javljaju, a uticaje moguceg ravnoteznog stanja umesto talasa oznac¢imo
crticom dobijamo jednacinu koja prikazuje princip virtualnih sila:

ZP3+ZCO—/ (MK + Ne +Tpy) ds (3.14)

Pretpostavimo da na nosac¢ deluje jedna virtualna sila X; = 1 kojoj odgovara jedno unutrasnje
ravnotezno stanje kao jedno moguce ravnotezno stanje nosaca, pri cemu su sve ostale sile Xy
jednake nuli. Posto se radi o unutrasnje ravnoteznom stanju mozemo zapisati sledece:

ZCIC] / (M;k + Nie + Typ1) ds (3.15)
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Stvarne deformacijske veli¢ine su sledece:

Mo ar
TR
N
T
—k—
GF

Presecne sile koje figurisu u prethodnim izrazima mogu se zapisati kao:

N=No+ Y XpNi
k=1

T=To+ Y XiTh (3.17)
k=1

M = Mo+ > XgMy
k=1

Kada se izraze za prese¢ne sile i deformacijske veli¢ine uvrste u izraz kojim definiSemo princip
virtualnih sila dobija se:

1 = At°
ZCJ'Z‘CJ' = SMi E M, + ZXkMk + oy 3 ds+
1
+N; EF (N +;Xka> + oyt®| ds+ (318)
(o +ZX Ty | d
S
iap \ 10 kLK
odnosno daljom transformacijom dobija se:
M; M, N N TT
Zxk ([ M [Mkass [Kikas)+
S S
MIM[) NlNo ETO
d d (3.19)
<SEI 8+SEF S+SG’FS>+

At°
(/Miathds + /Niatt0d5> — Zcﬁcj =0

Iz ove jednacine za ¢ = 1,2,...,n dobijamo sistem od n jednacina sa n nepoznatih X; do
X,. Ovaj sistem jednacina predstavlja uslovne jednacine za odredivanje staticki neodredenih
veli¢ina.

Ako uvedemo oznake:

M; M, N; Ny, T Tk

Sip = 7 d

= | “gr “t) BF®T ) "GF
M; M, N; N, T.T,

dio = ! 0d8+ : Od8+ 0 S

A o
it = /Miattds—i—/Niattods
S h S
(Sw = — Z CjiCj
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i sa oznakom:
diw = 0i0 + dit + dic (3.21)
uslovne jednacine za staticki neodredene veli¢ine se mogu krace zapisati:
n
ZXk5ik+5i®:0, i=1,2....n (3.22)
k=1
ili u razvijenom obliku:

X1011 + X212+ ... + Xpd1n + i =0

X001 + X9090 + ...+ X009, + 0i =0
1021 2022 2 (2] (3'23)

X101 + Xo0po2 + ... 4+ Xndpp + i =0

3.4 Odredivanje presecnih sila

Kada se na osnovu uslovnih jednacina odrede staticki nepoznate veli¢ine mogucée je odrediti
reakcije oslonaca i presecne sile primenom principa superpozicije. Bilo koji uticaj Z u staticki
neodredenom nosacu je moguce odrediti na slede¢i nacin:

n
Z =720+ X1+ ZoXo+ .+ ZnXn=Zo+ Y ZiX; (3.24)
=1

gde Z; predstavlja uticaj u osnovnom sistemu usled delovanja opteretenja, a Z; predstavlja
uticaje u osnovnom sistemu usled staticki neodredene veli¢ine X, pri ¢emu i =1,2,3,...,n.

Ako to primenimo na reakcije oslonaca, tada vrednost reakcije oslonca C; u staticki neo-
dredenom nosac¢u mozemo odrediti na slede¢i nacin:

n
Cj = Cjo + leXl + Cj2X2 + ...+ Cann = Cjo+ Z C]ZXZ (3.25)
=1

Da bi se odredile sile u presecima potrebno je da odredimo vrednosti momenata savijanja.
Odredujemo ih na karakteristicnim mestima, na krajevima $tapa i na mestima delovanja kon-
centrisane sile. Moment savijanja za proizvoljni presek ¢ odredujemo na osnovu izraza:

n
M. = Mg + M X1+ Mo Xo + ...+ Men Xy = Moo + > MiX; (3.26)
=1

Kada je poznat dijagram momenata savijanja, odredujemo transverzalne i normalne sile. Transverzalne
sile odredujemo iz uslova ravnoteze stapova a normalne sile iz uslova ravnoteze ¢vorova.

3.5 Koraci za odredivanje uticaja kod staticki neodredenih nosaca

U prethodnim poglavljima su opisani postupci za odredivanje presecnih sila kod staticki neo-
dredenih nosa¢a. Sumirani, oni izgledaju ovako:

e odredivanje staticke neodredenosti n
e usvajanje osnovnog sistema

e proracun uticaja u osnovnom sistemu za stanja X; =1,1=1,2,...n
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prorac¢un uticaja u osovnom sistemu za stanja usled optereéenja pri ¢emu je X; = 0,
i=1,2,...n

ispisivanje uslovnih jednacina
odredivanje koeficijenata uz nepoznate kao i slobodnih ¢lanoa u uslovnim jednac¢inama
odredivanje staticki nepoznatih veli¢ina reSavanjem uslovnih jednacina

odredivanje prese¢nih sila

U narednom primeru su pokazani koraci proracuna staticki neodredenog nosaca:

28

HA.I / ,) At B 0
{,4:,» N Ty My, \,; p= 1
2&?
Hai
ZEE

Staticka neodredenost:

10 kN/m
’ 10 kN Zo =4
/ <— ¥ Zuzl
Js=2
3 Zk =1

ZZ:S
| n:ZZ—2K28—6:2

. 5.0 .
Potrebno je ukloniti dve veze poSto je nosac 2
X, /MN/ m puta staticki neodreden i njihove veze zameniti
C 7 i i 10 kKN staticki neodredenim velicinama
X2
<
O
. 5.0 .
Proracun reakcija oslonaca i prese¢nih sila za
X,=1 stanje

X1 =

VA,I O X2 = O
©
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/]
b
s

X,=0 10 kN/m

H( ’ 10 kN
NA(LU TAC,O MAC,O

X,=0

X

. 5.0 Zﬁ Vio

10 kN/m

. 5.0 ZtVB

N

6.0

Proracun reakcija oslonaca i prese¢nih sila za
stanje

Proracun reakcija oslonaca i prese¢nih sila za

stanje
p#0
X1=0
Xo=0

ReSavanje uslovnih jednacina, odredivanje
staticki neodredenih veli¢ina i prorac¢un reak-
cija oslonaca i presecnih sila na stvarnom
staticki neodredenom nosacu

Va=Vao+Va1X1+VapXo

Hp = Hpo+ Hp1X1 + Hp2Xo
Nac = Naco + Naci X1+ Nac o Xo
Tpe =Tcp + Tpe1X1 +Tec2X2
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3.6 Zadatak 1

Za nosac na skici odrediti i nacrtati MTN dijagrame usled zadatog spoljasnjeg optereéenja.
Uticaj normalnih sila zanemariti na deformaciju. Modul elasti¢nosti je £ = 3-107 kN /m?

100 kN
20 KN/m 10 KN/m
’
IERAR! ﬁﬁ%ﬁ*
0.3/0.6 0.3/0.6 0.3/0.6
777777777
©
S =
& <
o

5.0 , 30 , 30 "
Staticka neodredenost:
n=>Y Z-2K
ukupan broj nepoznatih ukupan broj jednacina
Z,=5
Zy=0
Zs=15
Zr =4
> Z=14 2K =26 =12

n=> Z-2K=14-12=2
Nosac je 2 puta staticki neodreden.

Osnovni sistem
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Redukovane duzine
Poprecni preseci svih stapova su istih dimezija, te se ne vrsi redukcija duzina, odnosno duzine
Stapova su jednake zadatim duzinama.

5.0 3.0 3.0

Stanje 1 =1

erlzl.o

H,=0.28125 H, =0.28125
erw =0.375 y Vei=1.375
> My=0: Vpy-8—1-11=0 — Vg1 = 1.375
Z V=0: Va1—Vg1+1=0 — Va1 =0.375
> M =0: Va1-3—Ha1-4=0 - Hay = 0.28125
Y H=0: Hay—Hp1=0 — Hp 1 = 0.28125
1.125
1.875
3.0
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Stanje zo = 1

H,=0.25
—

Y My=0: VBa-8=0 — Vpa =
ZV: : VA’Q‘FVB,Q:O — VAQZO
> M =0: Hpo-4+1=0 - Hpo =0.25
ZH =0: Hps—Hp2=0 - Hpo=10.25
Od osnovnog opterecenja
100 kN

20 kN/m 10 kN/m
AR i i iJ;

H, =45.469 H, 745.469
<+— —_—

s

A
J7 V, 760.625 V,0=290.625
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> Mga=0: Vpo-8-20-5-55-10-3-125-100-14=0 — Vgg=290.625
Y v=o0: —Vao+VBo—20-5-10-3—100 =0 — Vao = 60.625
D MF=0: Vag-3—Hag-4=0 —  Hypo = 45.469
> H=0: Hao—Hpo=0 —  Hpp = 46.469
735
553.12
f=625 ..+~

~— L1 181876

Uslovne jednacine

El.b011 21+ El.012 29+ EI.010=0
El.b9 - 21+ El.099 - 29 + El.0990 =0

Koeficijenti uz nepoznate

1 1 1
EI.b1, = /Mf -ds' = 51.8752 5+ §1.1252 4+ 532 -3 =16.55
1 1

E10522:/M22-ds’: 512-5+12-5+§12-4:8.0

1 1
El.619 = Elb9 = /M1 My -ds' = _§1 -1.125 -4 + 51 -1.875-5 = 3.1875

s

Slobodni ¢lanovi
, 1 1
El.b1 = [ My -My-ds = —5181.876 -1.125 -4 — 63(2 - 735 + 345) - 3—
S
1 1
— §1.875 -553.124 - 5 + 562.5 -1.875-5 = —4528.51

1 1 2
El.090 = /M2 - My - ds' = 5181.876 14— 51 -553.124 -5 + 562.5 -1-5=-931.98
S

Uslovne jednacine

16.55 - 1 + 3.1875 - x9 — 4528.51 =0
3.1875 -1 + 8.0 292 —931.98 =0
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Staticki neodredene velicine

x1 = 272.07
o = 8.10

Reakcije oslonaca

R=Ry+ Ry 21+ Ro-xo

777777777
erlz 272.07
H,=29.02
/;4;%
ZFVA =41.40 V. = 83.47
Dijagram momenata savijanja
M = My+ M -x1+ My - x9

345

M [kNm]

Dijagram transverzalnih sila

130
41.40 100

1.62 58.60

142.07

T [kN]
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Dijagram normalnih sila

29.02

N [kN]

§> 83.47
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3.7 Zadatak 2

Za nosac na skici odrediti i nacrtati MTN dijagrame usled istovremenog delovanja temperaturne
razlike u stapovima izmedu ¢vorova 1 - 2 - 3 za At = 25°C i sleganja oslonca u ¢voru 4 za 0.005
m. Uticaj normalnih sila zanemariti na deformaciju. Modul elasti¢nosti je £ = 3 - 107 kN /m?,
a; = 10751 /°C a popreéni presek stapova je 30/60 cm

L 40 6.0 . 6.0 . 40
At 3
B\:’ZE’
o
0
<
<

Staticka neodredenost:

n:ZZ—2K

ukupan broj nepoznatih ukupan broj jednacina
Z,=06
Zy =1
Zs=T
Zi =4
Y z=18 2K =2-8 =16

n=>Y Z-2K=18-16=2
Nosac je 2 puta staticki neodreden.

Osnovni sistem
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Redukovane duzine
Poprecni preseci svih stapova su istih dimezija, te se ne vrsi redukcija duzina, odnosno duzine
Stapova su jednake zadatim duzinama.

5
t = — —>a=14.04
an « 20 o

Y1

t ===y =25
an o 10 Y1
6.5
cosae = — —1lg =6.7
ls

4.123

6.185
4123 y,=2.5

1.62

Stanje 1 =1

S OMEETO =01 Vgy-7.625-1:5=0 — Vg1 =0.656
S M#e=0:  Hyy-5=0 —  Hy1 =0
Y H=0: Hy1 —Hs1+1=0 -  Hsp=1
> My=0: — V51 7625+ Vs1-136254+1-15=0 — Vi, =1.369
Y Vv=o0: Vi1 — Va1 + Vo1 =0 -~ Vi =0713
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Stanje xo =1

38

Voo 7.625 =0
Hy2-5-1=0
Hyo— H52=0

Vs 7.625—1=0
Vip—V52=0

A

Vo2 =0
His = 0.2
Hso =02
Vs = 0.131
Vis = 0.131
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Od delovanja temperaturne razlike

Uslovne jednacine

El.b611 21+ El.012 29 + EIC(51® =0
FEl.091 21 + El.09 - To + EIASQ@ =0

Koeficijenti uz nepoznate
1 1
EI.0y = /Ml2 -ds' = 54.2752 -(6.185 + 6.7) + 55-4342 - (6.185 + 6.7) = 205.529

1 1
El.02 = /M§ -ds' = 512 5+ §1.0872 - (6.185 4+ 6.7) = 6.742
S

EIC(SH = Elc(szl = /M1 . M2 . dS, =
s

1
= 51.087 -4.275 - (6.185 + 6.7) = 19.958

Slobodni ¢lanovi

At
ElcélAt = EIC/Ml . Oﬁff -ds =
S
1 . 1 .
=3-107-0.0054 - (—24.275 4.16-107*-6.185 + 55.434 4.16-107%. 6.185) = 241.95

At 1 .
El.don = FI, /Mg . atT ds=3-10"-0.0054 - (—21.087 -4.16-107%- 6.185> = —226.90
S

Elby.=~EI.Y  Ci-c;=—3-107-0.0054 - (0.713) - 0.005 = 577.53
Elboc = —EI. Y Ci-c; = —3-107-0.0054 - (~0.131) - 0.005 = 106.11

El.b1g = El.oiar + El01. = 241.95 + 577.53 = 819.48
El.bog = Eldon: + Eld2. = —226.90 4+ 106.11 = —120.79

Uslovne jednacine

205.529-z1 4+ 19.958 - 29 + 819.48 =0
19.958-21 + 6.742 - 9 — 120.79 =0
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Staticki neodredene velicine

T = —8.04
41.71

L2

Reakcije oslonaca

R=Ri -x21+ Ry-x9

Dijagram momenata savijanja

M = M-z + M-z

Dijagram transverzalnih sila
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Dijagram normalnih sila
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3.8 Resetkasti nosaci

Resetkasti nosaci su nosaci koji se sastoje od prostih Stapova, koji su medusobno spojeni zglob-
nim vezama. S obzirom da kod ovakvih nosaca nema krutih veza kao ni ukljeStenja, staticka
neodredenost se odreduje prema izrazu:

n=2z,+2s — 2K (3.27)

Kod ovih nosaca za staticki nepoznate veli¢ine biramo reakcije oslonaca ili sile u Stapovima
reSetke. S ozirom da kod ovih nosaca postoje samo normalne sile izvedene uslovne jednacine za

odredivanje staticki nepoznatih veli¢ina se redukuju. Za reSetkast nosac, ¢iji Stapovi primaju
samo aksijalne sile, princip virtualnih sila napisan za unutrasnje ravnotezno stanje glasi:

ZC]‘Z'C]‘ = /NiEdS = ZNZ /ads (3.28)
odnosno

gde je sa S; obelezena aksijalna sila u proizvoljnom Stapu reSetke pri stanju X; = 1, a sa Al
stvarna promena duzine tog Stapa:

S .
Al = ﬁ + attol (330)

pri ¢emu sila u stapu S datog staticki neodredenog nosaca usled zadatih spoljasnjih uticaja
moze da se prikaze u obliku:

S=S0+> XiSk (3.31)
k=1

Ako to primenimo na princip virtualnih sila:

Z CjiCj = Z S; é (So + ZXkSk> + oy t°l
j s k=1

7 =

(3.32)

odnosno

k s s y

Ako uvedemo oznake:

;8
b= % F’“z
;S0
51’0 = l
ZS: EF (3.34)

5# = Z Siattol
51'0 = Z Cjicj

sistem postaje:

n
Zxk(sz-ﬁ(si@:o, i=1,2...,n (3.35)
k=1
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3.9 Odredivanje pomeranja

Pomeranja staticki neodredenih nosaca se odreduju na isti nac¢in kao i pomeranja kod staticki
odredenih nosaca. Generalisano pomeranje kod staticki neodredenih nosaca se dobija primenom
principa virtualnih sila. Taj princip glasi:

ZPS+ZCC:/(MH+N€+T@t)dS (3.36)
S
Da bismo primenom ovog principa odredili komponentu pomeranja u odredenom pravcu jedne

tacke nosaca, za virtualno opteretenje ¢emo usvojiti jednu jedini¢nu koncentrisanu silu u tacki
¢ije pomeranje trazimo a u pravcu tog pomeranja odnosno prethodni izraz postaje:

— / (MK + Ne +Tepy) ds — Z Cici (3.37)

Za jedan elastican ravan linijski nosa¢ deformacijske veli¢ine su date izrazima:

M+ At°

TR
N

E = ﬁ—i‘atto (338)
= ki

wr = GF

Kada u prethodni izraz unesemo izraze za deformacijske veli¢ine dobija se konacan izraz za
traZzeno pomeranje:

s = MMd8+ ds+/kds+

/ Nayt®ds — > Cici (3.39)

Ako uvedemo oznake:

MM NN T
0o = EI ds + E/Fds+ skﬁds
Ot / Nayt®ds (3.40)

ukupno pomeranje mozemo zapisati kao:
0 =00+ 0t + e (3.41)

S obzirom da su pomeranja nosac¢a mala pri proracunu ih obi¢no mnozimo sa pogodno izabranim
multiplikatorom. Najcescée je to velicina F 1. gde je I, uporedni ili referenti moment inercije pre-
seka nosaca.

Jednacine tada postaju:

T I _F, I _F,
El.60 = /MMcderC/Nchs+(2+u)c/kTTCds
¢ s I F.J, F Fe Js F

EI.5; = EI . / Nayt®ds (3.42)

EI.S5, = —FI, Z Cic;
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Pomeranja kod resetkastih nosaca

Kod resetkastih nosaca izraz za pomeranje koji dobijamo iz principa virtualnih sila je sledeéi:

s = /Nsds - Z Cici (3.43)

Podintegralna funkcija Ne je konstantna duz pojedinih §tapova tako da vrednost ovog integrala
moze da se zapiSe u slede¢em obliku:

k k
/ Ne = Ne / ds = Nel = SAI (3.44)

gde je S aksijalna sila u posmatranom §tapu od virtualnog optereéenja nosaca.
Mozemo zapisati

§=> SAI-Y Cic (3.45)

Ako u prethodnu jednacinu unesemo izraz:

Al = % + ayt°l (3.46)
dobijamo:

5=Y" gil +) " Satl = Cic; (3.47)
odnosno

0 =00 + 0t + ¢ (3.48)
gde je:

do = Z %z

5= Sayt’l (3.49)

Pomnozeni sa multiplikatorom EF, kona¢no se dobija:
_F.
EF.8 = Z S§
EF.5; = EF, Y Soyt°l (3.50)
S

EF., = —EF. Z Cic;
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3.10 Zadatak 3

Za nosa¢ na skici odrediti horizontalno pomeranje ¢vora a usled istovremenog delovanja zadatog
spoljasnjeg opterec¢enja i sleganja oslonca. Uticaj normalnih i transverzalnih sila zanemariti na
deformaciju. Modul elasti¢nosti je £ = 3 - 107 kN/m?

80 kN 15 kKN/m
of “fa 0.3/0.6 £
HA
©
< ©
o & =
o
x o
<
N
N 0.05 mlA
77777777
5 6.0 . 4.0 .30
Staticka neodredenost:
n=>Y Z-2K
ukupan broj nepoznatih ukupan broj jednacina
Zy=15
Zy,=1
Zs=06
Zp =4
> Z=16 2K =2-7=14
n=>Y Z-2K=16-14=2
Nosac je 2 puta staticki neodreden.
Osnovni sistem
XZ
o ;
<_
/77777777
AN
/77777777
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Redukovane duzine:

~0.3-0.6%

Igo = T 0.0054m* = I,

0.3-0.33
I3 = ——= = 0.000675m*

12

I, 0.0054
lgg= Sl = ———.5=40.0
T T T 0.000675 o
L= I. 0.0054 4= 39.0m

Tz " 0.000675

6.0

5.0

Stanje z1 =1

1.0

6.0

> Mesno =0 Vap-7T—1-40=0
Y H=0: Hep—1=0

> Mo =0: Vei-6—Hep-4=0
Y v=o0: Vag—Vpi+ Ve =0

46

32.0

40.0

— Vaq = 0.57
— Hcp1=1.0
— Vo1 =0.6
— Vg, =124
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5.0 \m\
10 2.29

Ml
777777777
A
777777777
Stanje o = 1
x=1.0
N
” 777777777
\,,=0.1
J7 A
777777777
vM=o.16ﬁX
> Mo =0 Vg 7=0 — Vagz =0.0
> H=0: Heo =0 — Hep = 0.0
> Mp=0: Ve 6-1.0=0 - Voo =0.16
d v=o0: Vo — Vo2 =0 — Vo =0.16
— [ 10
MZ
1.0 777777777
A
777777777
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Od osnovnog opterecenja

80 kN 15 kN/m
= \
<_
/7% Hc0:80 77777777
V°‘°:66'GJ7 N VA,0:17.14%
777777777
vB,0:109.53[f

> Mgesno =0 Vao-7—15-4-2=0 — Vao =17.14
Y H=0: Hepo—80=0 — Hep = 80.0
Y v=o0: Vao + Veo— Voo =15-4 - Vga = 109.53

400

Uslovne jednaéine

El.611-x1+ El.012 - 220+ El.619 =0
El.b91 21+ Fl.d09 - k9 + El.dog =0

Koeficijenti uz nepoznate

1 1 1 1
El6y; = | M?-ds' =>229%- (40 +32)+ =121+ =525+ =(124+1-5+5%) - 6 = 229.86
1 3 3 3 3
S

1
EIC(SQQ:/MQQ-ds’:312-6+12~5:7.0

1 1
EIC<512:EIC(521:/M1~M2-ds':—61(2-5+1)-6—25-1-5:—23.5
S
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Slobodni ¢lanovi
EI.00 = /SM1 My - ds' = —%2.29 -51.42 - (40 + 32) — %30 -2.29 - 32—
- é400(2 541)-6— %5 400 -5 = —11292.18
EIcégoz/sMg-Mg~ds’:;400'1-6—#;400-16:1800
Elbi.=—FEIL» Ci-c¢i=-3-10"-0.0054-1.24 - 0.05 = —10044.0
Elby = —EIL» Ci-¢;=—3-10"-0.0054 - (—0.16) - 0.05 = 1350.0

El.b1g = El:b10 + El61. = —11292.18 — 10044.0 = —21336.18
El.d2p = El.b20 + El.62. = 1800 + 1350 = 3150.0

Uslovne jednacine

229.86-x1 — 23.5 - 19 — 21336.18 =0
—23.5-21 +7.0- 22+ 3150.0 =0

Staticki neodredene veli¢ine

r1 = 71.28
r9 = —210.70

Dijagram momenata savijanja

M = My+ M -x1+ My - xo

167.10 \m\l 71.28

=30 111.81

210.70
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Posto se trazi horizontalno pomeranje ¢vora a, zadajemo jedini¢nu silu na mestu i u pravcu
trazenog pomeranja

P=10
<_
/74% ngl 0 777777777
Ve =0 8347
P
Vg =o.83[f
d Mo =0: Vi 7=0 — Vi=0
Y H=0: Hz—-10=0 — Hz=1.0
> Mg =0 Vg 6-1.0-1-1.0-4=0 — Ve =0.83
Sv= Vg—=Veg=0 — Vg =083
Dijagram momenata usled generalisane sile
5.0
M
777777777
A
777777777

Pomeranje ¢vora a

— _ 1 1
EIL5), = /M - Mdst — BL.Y C; ¢ = ~ P2+ 167.10 4 71.28) - 6 — (5(2 - 167.10 4 210.70) - 5
S
—3.0-1070.0054(—0.83) - 0.05 = 2425.18
242518 2425.18

5 = _ — 15.14
T TEL 162000 i
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4 Uticajne linije i uticajne funkcije

Neka koncentisana sila intenziteta 1, tzv. jedini¢na sila, deluje u tacki u. Uticaj Z koji ta sila
izaziva na mestu s obelezavamo sa Z(s,u), gde prvi indeks u zagradi odreduje mesto uticaja a
drugi mesto u kome jedinicna sila deluje.

Kada se sila ne pomera Z(s,u) je funkcija samo mesta na kome uticaj trazimo, a graficki prikaz
te funkcije je dijagram uticaja u nosacu koji je optereéen jedini¢nom silom na mestu u.

Ako se jedini¢na sila pomera na nosa¢u a mesto na kome trazimo uticaj ostaje isto, Z(s,u) je
funkcija samo od u koju nazivamo uticajna funkcija za uticaj Z na mestu s. Graficki prikaz ove
funkcije je uticajna linija za uticaj Z na mestu s.

4.1 Uticajne linije za pomeranja

Da bismo primenom principa virutalnih sila odredili generalisano pomeranje §, za virtualno
optereéenje nosaca usvajamo odgovarajuéu generalisanu silu. Ako su M, N, T sile u presecima
a C’j reakcije oslonaca i reakcije ukljestenja jednog mogucéeg ravnoteznog stanja nosaca usled
generalisane sile P = 1 tada je na osnovu principa virutalnih sila generalisano pomeranje opisano
jednacinom:

(5:/(MH+N€+T(pt) ds—ZC’jcj

Kada se jedini¢na sila kreée po nosacu ¢iji se materijal ponasa po Hukovom zakonu, deformaci-
jske veli¢ine &, €, ¢ su funkcije polozaja pokretne sile i date izrazima:

M
"Rl
N
€= ——
EF

T
e

YT OF

Generalisano pomeranje na mestu s usled optereéenja nosaca u tacki u jedinicnom pokretnom
silom P = 1 koje oznatavamo sa ds, je sledece:

MM
o ds + ds+/kGFds+ZC ¢

i predstavlja uticajnu funkciju za generalisano pomeranje 6.

550 =

s

Ako na pomeranje ds, tj. generalisano pomeranje na mestu s usled optereéenja nosaca je-
dini¢nom pokretnom silom primenimo teoremu o uzajamnosti pomeranja, zakljucujemo da je
ono jednako sa pomeranjem J,s koje predstavlja pomeranje na mestu i u pravcu jedini¢ne
pokretne sile usled generalisane sile P = 1 koje deluje na mestu s.

Odnosno mozemo zakljuciti: Uticajna linija za pomeranje d4, jednaka je dijagramu pomeranja
dos Optereéenog poteza Stapova nosaca u pravcu jedini¢ne pokretne sile usled optereéenja nosaca
na mestu s jediniénom generalisanom silom.

Dijagram pomeranja d,s odredujemo na osnovu staticko-kinematicke analogije nosaca kao dija-
gram fiktivnih momenta M/ jednog fiktivnog nosaca sa pravom osom koja je upravna na pravac
jedini¢ne pokretne sile usled fiktivnog optereéenja, u kome granicni i prelazni uslovi po fiktivnim
silama odgovaraju grani¢nim i prelaznim uslovima po pomeranjima optere¢enog poteza Stapova
datog nosaca.
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Fiktivne raspodeljene sile:

I M

= FE1I cos o

Fiktivni raspodeljeni momenti

mf = ﬁtana

4.2 Uticajne linije za staticki neodredene velicine

Uslovna jednacina za odredivanje staticki neodredenih veli¢ina

n
ZXkéik—kéig:O, 1=1,2...,n
k=1

Opésti oblik resenja za staticki neodredene veli¢ine moze se zapisati u funkciji slobodnih ¢lanova
i elemenata B;; = [; inverzne matrice uslovnih jednacina za staticki neodredene veli¢ine u
obliku:

Xk2—25ki5io k=1,2,....n
i—1

Kada se na nosacu nalazi samo sila P = 1 slobodni ¢lanovi §;9 predstavljaju generalisana pomer-
anja na mestima delovanja staticki neodredenih veli¢ina X; u osnovnom sistemu datog staticki
neodredenog nosaca usled sile P = 1.

Ako se sila P = 1 pomera po nosacu, d;9 predstavlja uticajnu liniju koja je jednaka dijagramu
pomeranja dgp; optereéenog poteza Stapova u osnovnom sistemu pri stanju staticki neodredene
X, =1

Uticajne linije za staticki neodredene velicine Xj; dobijamo iz opSteg reSenja nakon Sto su
odredeni svi dijagrami pomeranja dy; odnosno sve uticajne linije za generalisana pomeranja
57;(] u obliku:

X == Bridoi
k=1
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4.3 Uticajne linije za reakcije i sile u presecima kod staticki neodrednih
nosaca

Kada su poznate uticajne linije za staticki neodredene velicine X} uticajne linije za ostale
staticke uticaje Z, za reakcije oslonaca, reakcije ukljeStenja i sile u presecima staticki neo-
dredenih nosaca odredujemo na osnovu principa superpozicije

n
Z=2720+) ZpXi
k=1
gde je

e 7 uticajna linija za uticaj Z u osnovnom sistemu
e ;. vrednost uticaja Z u osnovnom sistemu pri stanju Xz = 1

e X uticajna linija za staticki neodredenu veli¢inu Xy,

4.4 Uticajne linije za pomeranja kod staticki neodrednih nosaca

Uticajne linije za pomeranja ¢ u staticki neodredenim nosac¢ima odredujemo na osnovu principa
superpozicije

5 =380+ Y 0k X
k=1
gde je

e J uticajna linija za pomeranje § u osnovnom sistemu
e J; vrednost pomeranja ¢ u osnovnom sistemu pri stanju Xz = 1

e X uticajna linija za staticki neodredenu velicinu Xy,

U prethodnom izrazu pored uticajne linije za pomeranje dy u osnovnom sistemu treba posebno
sracunavati pomeranja J; Sto nije sluc¢aj sa statickim uticajima Zi. Stoga je ovaj postupak
nepogodan za odredivanje uticajnih linija za pomeranja u staticki neodredenim nosacima.
Uticajne linije § u staticki neodredenim nosa¢ima odredujemo na osnovu principa virutalnih
sila kada u izraze za fiktivno opterecenje unesemo stvarne vrednosti rekacija i sila u presecima
u staticki neodredenim nosacima usled delovanja jedini¢ne generalisane sile.
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Primer
Za nosa¢ na skici nacrtati uticajnu liniju za moment savijanja u preseku s ako se jedini¢na

pokretna sila kreée po oznacenom potezu Stapova. Uticaj normalnih i transverzalnih sila se
zanemaruje na deformaciju. F = 3- 107 kN/m?

6.0

/77777777
. 5.0 .

Staticka neodredenost:

Zo =13
Zy =1
Ly =12
Zp=1

Y z=38

n=Y Z-2K=7-6=1
Da bismo nacrtali uticajnu liniju koristimo izraz:
Mg = Mgy + Ms1 Xy

Potrebno je ukloniti jednu vezu posto je nosa¢ 1 puta staticki neodreden. Odnosno potrebno je

formirati osnovni sistem.

X,

g

6.0

/77777777
. 5.0 .
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Proracun uticaja za stanje X; =1

C

X,=1

A

/77777777

6.0

Vrednost momenta savijanja za stanje X1 = 1 u preseku s je Mg = 0.5
Da bismo odredili uticajnu liniju za staticki neodredenu veli¢inu piSemo uslovnu jednacinu:

El611 X1+ Eldg=0

Koeficijent uz nepoznatu:

1 .
EIéy = /M%ds = §12 5=1.6
S

Slobodan ¢lan ustvari predstavlja dijagram pomeranja poteza Stapova po kom se krece jedini¢na
pokretna sila usled staticki neodredene X; =1

Formiranje fiktivnog nosaca

v=0
@#0

v=0
@#0

e

177777777
M=0 M=0
T# T#0
N N
177777777

Opterecenje fiktivnog nosaca

oM 1
" EI cosa

p

Elasti¢na tezina

2.5
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e ,,%
, 5.0 ¥
1.25
5.0

Dijagram momenata fiktivnog nosaca usvari predstavlja dijagram pomeranja stvarnog nosaca.
Uticajnu liniju za stati¢ki neodredenu veli¢inu dobijamo iz uslovne jednacine odnosno

EIé11 X1+ FEId19=0
_EI510 - _EI510
ElS;y 1.6

X =

J 1.25

5.0
|0.625 |0.625

=P
b

El6,, ‘

1.5625

0.9375

Uticajna linija za moment savijanja u preseku s na osnovnom sistemu odnosno Mgg

5.0

*

*

6.0

1.25

Uticajna linija za moment savijanja u preseku s na stvarnom nosacu Mg = Mgy + M5 X3
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‘ 0.78125

o7



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

5 Simetri¢ni nosaci

Nosac je simetrican ako su mu elementi simetri¢no rasporedeni u odnosu na jednu ili vise osa
simetrije i ako su mu karakteristike h, F' i I simetri¢no polozenih preseka medusobno jednake
(slika 23). Simetrija nosaca se moze iskoristiti kako bi se prorac¢un tih nosa¢a uprostio. Pored
toga Sto je nosac¢ simetri¢an potrebno je voditi racuna i o opterecenju koje deluje na njega. Bilo
koje optereéenje na simetricnom nosa¢u moze se prikazati kao zbir dva uticaja. Jedan uticaj
nastaje usled opterecenja koje je simetri¢no u odnosu na osu simetrije a drugi nastaje za slucaj
antimetri¢nog opterecenja. To je optereéenje koje je u odnosu na osu simetrije postavljeno kao
slika u ogledalu ali sa suprotnim znakom. Prorac¢un mozemo uprostiti na na¢in sto posmatramo
samo jednu stranu nosaca, ali da bismo to uradili potrebno je da znamo veze izmedu sila u
simetri¢no postavljenim presecima kao i grani¢ne uslove koje treba postaviti u osi simetrije pri
simetri¢nom i antimetricnom optereéenju.

osa simetrije

A A

Figure 1.23: Simetrican nosaé

5.1 Simetricno opterecenje

Ako simetrican nosa¢ opteretimo simetricnim optereéenjem, tj. ako je optereCenje nosaca sa
jedne strane ose simetrije slika u ogledalu optereéenja nosaca sa druge strane te ose, tada su i
uticaji u nosacu sa jedne strane ose simetrije slika u ogledalu uticaja sa druge strane te ose.

A A

Figure 1.24: Simetricno optereéenje
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Iz ovako optereéenog nosaca isecemo deo izmedu dva simetri¢no poloZena preseka c i ¢’:

Figure 1.25

Sile u preseku ¢ su slika u ogledalu sila u preseku ¢. Normalna sila N/ i moment M/ jednaki
su normalnoj sili N, i momentu M, i po veli¢ini i po znaku, dok je transverzalna sila T/ po
veli¢ini jednaka transverzalnoj sili T, a suprotnoga znaka. Zbog toga za normalne sile i momente
savijanja simetri¢nih nosaca kazemo da su simetri¢ni uticaji, a za transverzalnu silu kazemo da
je antimetrican uticaj. To bi znacilo da ako znamo sile u presecima na jednoj polovini nosaca,
presecne sile na drugoj strani nosaca crtamo tako da su dijagrami normalnih sila i momenata
isti i po znaku i po vrednostima, dok je dijagram transverzalnih sila isti po vrednostima ali
suprotan po znaku. Prema tome, takav nosa¢ moze da se presete duz ose simetrije i da se
pri prorac¢unu posmatra samo jedna polovina nosaca. Pri tome posmatrani deo u osi simetrije
treba osloniti tako da na tom mestu uslovi i po silama i po pomeranjima budu isti kao u datom
nosacu. U osi simetrije ovakvog nosaca horizontalna sila je razli¢ita od nule, vertikalna sila je
jednaka nuli, dok je moment savijanja razli¢it od nule:

H#A0 V=0 M#0 (5.1)

Ako bismo posmatrali pomeranja u osi simetrije, mozemo zakljuciti da usled optereéenja koje
je simetri¢no neée doé¢i do horizontalnih pomeranja, dok ée vertikalno pomeranje i obrtanje biti
razli¢ito od nule:

u=0 v#0 =0 (5.2)

Ovi uslovi bi¢e zadovoljeni ako posmatrani deo u osi simetrije ukljeStimo i oslonimo upravno
na pravac ose simetrije. Ova veza moze da primi moment i silu upravnu na osu simetrije, a
ne moze da primi silu u pravcu ose simetrije. Ona sprecava obrtanja preseka u osi simetrije i
pomeranje upravno na tu osu, a dozvoljava pomeranje u pravcu ose simetrije (slika 26)

Figure 1.26: Uslovi oslanjanja u osi simterije
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5.2 Antimetri¢no opterecéenje

Ako simetrican nosac opteretimo antimetri¢nim optereéenjem, tj. ako je opteretenje sa jedne
strane ose simetrije slika u ogledalu opterecenja sa druge strane te ose sa promenjenim smerom,
tada su i uticaji u nosacu sa jedne strane ose simetrije slika u ogledalu uticaja sa druge strane
te ose sa promenjenim smerom.

s A

Figure 1.27: Antimetricno opterecenje

Iz ovako optereéenog nosaca isecemo deo izmedu dva simetriéno poloZena preseka ¢ i ¢’

P P
M, Te N
Aﬂ(i\c AN
NC TCI Mc'
Figure 1.28

Sile u preseku ¢’ su tada antimetriéna slika u ogledalu sila u preseku c. Transverzalna sila T,
jednaka je u ovom slu¢aju transverzalnoj sili T, i po veli¢ini i po znaku, dok su normalna sila N/,
moment savijanja M/ jednaki normalnoj sili N, i momentu M, samo po veli¢ini, a suprotnoga
su znaka. Poprecni preseci u osi simetrije simetri¢nog nosaca pri antimetri¢nom opterecenju
obréu se i pomeraju samo upravno na osu simetrije, a ne pomeraju se u pravcu ose simetrije.

u#0 v=20 p#0 (5.3)

Na osnovu ovoga §to je receno o uticaju antimetriénog opteretenja sledi da simetrican nosaé
i pri antimetricnom optereéenju moze da se presece duz ose simetrije i posmatra samo jedna
njegova polovina. Pri tome posmatrani deo nosaca u osi simetrije treba osloniti tako da na tom
mestu bude:

H=0 V#0 M=0 (5.4)

Ovi uslovi bi¢e zadovoljeni ako posmatrani deo u osi simetrije oslonimo na jedan oslonac u
pravcu ose simetrije. Ovaj oslonac moze da primi silu u pravcu ose simetrije, a ne moze da
primi silu upravnu na osu simetrije i moment savijanja. Ona spreCava pomeranja u pravcu ose
simetrije, a dozvoljava pomeranja upravno na taj pravac i obrtanje preseka.
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Figure 1.29: Uslovi oslanjanja u osi simetrije
5.3 Kombinacija simetricnog i antimetricnog optereéenja
Simetri¢no i antimetriéno optereéenje su dva osnovna oblika opterecenja simetri¢nog nosaca, jer
proizvoljno opterecenje takvog nosaca uvek moze da se prikaze kao zbir jednog simetri¢nog i

jednog antimetri¢nog optereéenja. Na osnovu Principa superpozicije uticaj proizvoljnog optereéenja
jednak je zbiru uticaja simetri¢nog i antimetri¢nog dela tog opterec¢enja.

P/2 P/2 P2 P/2

Figure 1.30
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5.4 Opterecéenje u osi simetrije

Proizvoljno optere¢enje nosaca u osi simetrije, koje se sastoji od sile P, moze da se razlozi na
simetri¢no i antimetri¢no optere¢enje kao i u prethodnom slucaju. Ta opterecenja prikazana su
na slici 31. Simetri¢no polozene sile na koje dejstvuju u istoj tacki, u osi simetrije, mogu da se
zamene rezultantom P, koja je jednaka komponenti sile P u pravcu ose simetrije, a antimetri¢no
polozene sile mogu da se zamene rezultantom P, koja je jednaka komponenti sile P u pravcu
upravnom na osu simetrije. Prema tome optereéenje simetri¢nog nosaca koncentrisanom silom
u osi simetrije u pravcu te ose je Cisto simetricno opterecenje, a optereéenje koncentrisanom
silom u osi simetrije upravno na pravac te ose je Cisto antimetri¢no opterec¢enje.

Opterecenje koncentrisanim momentom u osi simetrije, moze da se zameni staticki ekvivalent-
nim opterec¢enjem, spregom sila. S obzirom da je to antimetri¢no opterecenje, to je i njemu ek-
vivalentno optereéenje koncentrisanim momentom u osi simetrije ¢isto antimetri¢no optereéenje.
Prema tome: za nosaC optereten u osi simetrije silom P i momentom M, simetricni deo
opterecenja je sila P,, a antimetri¢ni deo je sila P, i moment M. U proracunu, kada pos-

matramo polovinu nosaca, nosa¢ koji odgovara simetri¢noj deformaciji treba opteretiti u osi
simetrije P,/2, a nosa¢ koji odgovara antimetri¢noj deformaciji treba opteretiti silom P}, /2 i

momentom M /2.
m f'\ﬂj

Pn/2/ M/2

>

Figure 1.31
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5.5

5.6

Uslovi oslanjanja u osi simetrije - simetri¢no optereéenje (zglob u osi

simetrije)
P P
IVIO
¢ <> u=0 ¢

Figure 1.32

A

0
éiZZZO

Uslovi oslanjanja u osi simetrije - simetri¢no optereéenje (oslonac u osi

simetrije)

Figure 1.33

A

<— u=0

N =0
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5.7 Zadatak

Za nosac¢ na skici odrediti i nacrtati MTN dijagrame usled delovanja spoljasnjeg optereéenja.
Uticaj normalnih sila zanemariti na deformaciju. Modul elasti¢nosti je £ = 3-107 kN /m?.

10 kKN/m

T I3y
% 0.3/0.3 0.3/0.3 0.3/0.3% 7

0.3/0.3
0.3/0.3
6.0

s s "

40 ., 40 . 40 , 40

A A A A A

Nosa¢ je simetrican pa mozemo posmatrati samo jednu polovinu nosaca i na kraju dobijene uti-
caje preslikati na drugu polovinu. U zavisnosti od optereéenja odredujemo i uslove oslanjanja u
osi simetrije. Ako pogledamo, vide¢emo da je i optereéenje simetri¢no. Ako bismo posmatrali
koja su pomeranja moguca u osi simetrije vidimo da ¢e se ¢vor pomerati u vertikalnom pravcu,
posto je veza kruta u osi simetrije obrtanje je jednako nuli. Pored ortanja, sprec¢eno je i hori-
zontalno pomeranje. Znac¢i da nam je u osi simetrije potreban oslonac koji ¢e spreciti obrtanje
i horizontalno pomeranje.

117
% 0.3/0.3 0.3/0.3 Z:§

$ 0.3/0.3

Staticka neodredenost:

n:ZZ—2K

ukupan broj nepoznatih ukupan broj jednacina
Z,=4
Zy=1
Zs=3
Z =2
Zzzm 2K =2-4=38

nzZZ—ZKle—SzQ
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Nosa¢ je 2 puta staticki neodreden.

Osnovni sistem

Redukovane duzine
Poprecni preseci svih Stapova su istih dimezija, te se ne vrsi redukcija duzina, odnosno duzine
Stapova su jednake zadatim duzinama.

4.0 4.0

4.0

Stanje z1 = 1

< x,=1.0
T
V, =15
H,=1.0
J7VB,1:1.5

Y H=0: Hp;—-1=0 - Hpi=1.0
> Mpy=0: Vg1-4-1-6=0 — Vgi1=15
ZV =0: VA,l — VB,l =0 — VA,l =1.5
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1.0

P~
6.0
M
Stanje xo =1
P
777777777
[f V, 70.25
as
J; V, =0.25
Y H=0: Hps =0
> Mp=0 Vga-4—1=0
Y Vv=o0: Vaa—Vga=0
777777777 —I
1.0
M
as
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Od spoljasnjeg opteretenja

10 KN/m

A

:

V, 720

vamzeo

Y H=0: Hpo=0 — Hpo=0
ZMA: : Vpo-4—10-4-6=0 — VB, = 60
Y V=0: Vao—Veo+10-4=0 — Vao =20

777777777

Uslovne jednacine

El.b011 21+ El.012 29+ EI.010=0
El.b9 - 21+ El.099 - 29 + El.0990 =0

Koeficijenti uz nepoznate
2 o Lo 1.y
El.bdn = | M{ -ds :§6 -4+§6 -6 =120
S
1 i
EI.65 :/Mg.ds’z §12-4+12-4:5.:’>
S

1
EIC(512 :E16521 = /M1 ~M2 -dS/: §164:80
s
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Slobodni ¢élanovi

1
El.d10 :/Ml'Mo'dS/: —580-6-4= —640
S

1 1 2 .
Elcégoz/Mg-Mg-ds':31~80-421~80-4+31-20~4:213.3
S

Uslovne jednacine

120-21 + 8.0 - 29 — 640 = 0
8.0-x1 +5.3 29 —213.3=0

Staticki neodredene veli¢ine

r1 = 2.99
T2 = 35.65

Reakcije oslonaca

R=R; 21+ Ry 29

X,=35.55

Pae EIZE% X=2.96

J;VA:6.67

H.=2.96
%

[fv8=46.67

Dijagram momenata savijanja

M =My -z1+ M- 29

126.04
44.45

26.68
7|
A 17.76
777777777

35.55
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Za moment savijanja smo rekli da je to simetrican uticaj $to znac¢i da su vrednosti sa jedne
strane jednake vrednostima sa druge strane ose simetrije, istog znaka.

P

44.45 44.45
26.68 \\ / 26.68
e I —
17.76 ~—1— 17.76 A
35.55 77777777
M [kNm]

Dijagram transverzalnih sila

0.0
A T

[kN]

Ako bismo pogledali reakcije na celom nosacu, videli bismo da su one slika u ogledalu, ali da za
transverzalne sile to znac¢i da ée one sa jedne i druge strane ose simetrije biti istog intenziteta
ali suprotnog smera (zbog konvencije o pozitivnim vrednostima)

J; 6.61

2.96

[r 46.61

J; 6.61

2.96

46.61 Zﬁ
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6.67 40.0
© ©
—E T o=
20.0 6.67
(] T [kN] ¢
2.96 2.96

A A

Dijagram normalnih sila

e -2.96 t:i

N [kN]

-46.67

s

Dijagram normalnih sila je slika u ogledalu u odnosu na osu simetrije. Sile su iste i po intenzitetu

i po znaku.

-2.96

N [kN]

-46.67

§> -46.67

s
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6 Matricna analiza

Matri¢na analiza konstrukcija je postupak analize linijskih nosaca zasnovan na primeni matrica,
gde je Stap osnovni element nosaca. Za razliku od klasi¢ne statike konstrukcija gde posma-
tramo nosac¢ u celini, u matri¢noj analizi konstrukcija nosa¢ se posmatra kao skup medusobno
povezanih Stapova u ¢vorovima nosaca. Za nepoznate veli¢ine biraju se parametri (pomeranja
ili sile) u ¢vorovima nosaca, zatim se na osnovu linearne teorije Stapa uspostavljaju veze izmedu
vektora sila i vektora pomeranja krajeva Stapa u matricnom obliku. Formiraju se jednacine za
odredivanje nepoznatih, odreduju nepoznate veli¢ine i sile u presecima nosaca.

Za nepoznate parametre u ¢vorovima nosaca mogu se izabrati:
e generalisana pomeranja u i v i obrtanje ¢ ¢vorova nosaca
e sile u ¢vorovima nosaca u pravcu osa globalnog koordinatnog sistema H, V., M
Ako se za nepoznate parametre izaberu generalisana pomeranja u ¢vorovima onda se postupak

naziva metoda deformacije (direct stiffness method).

Vi Vk

K U K N Uk

i k

Figure 1.34

Ako se za nepoznate parametre usvoje sile u ¢vorovima nosaca, onda se taj postupak analize
zove metoda sila.

Vi A

1
Mi \ Hi Mk ) Hk

[ k

Figure 1.35

U matri¢noj analizi linijskih nosa¢a dominantna je metoda deformacije, dok se metoda sila
prakti¢no ne Koristi.

U matri¢noj analizi postoje dva nivoa analize:
e Analiza Stapa
e Analiza strukture Stapova

Kada govorimo o analizi Stapa, zna¢i da posmatramo sStap kao izdvojeni element iz sistema i
za njega je potrebno uspostaviti veze izmedu sila i pomeranja u ¢vorovima na krajevima Stapa.
Kada su uspostavljene veze za svaki §tap pojedina¢no koji ¢ini sistem, prelazi se na analizu
strukture Stapova. Tada posmatramo nosa¢ u celini kao sistem medusobno povezanih Stapova
za koji je potrebno formirati jednacine za odredivanje nepoznatih pomeranja (uslovne jednacine)
nosaca. Kada su odredena nepoznata pomeranja tada je na osnovu jednacina iz analize Stapa
moguce odrediti sile na krajevima svakog pojedinaénog Stapa. Sa tim je problem u matri¢noj
analizi reSen.

71



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

6.1 Matrica krutosti i matrica fleksibilnosti

Da bismo razumeli postupak proracuna u matri¢noj analizi potrebno je da za pocetak definiSemo
osnovne pojmove:

e matrica fleksibilnosti
e matrica krutosti

Posmatra se nosa¢ optereé¢en koncentrisanom silom P; u tacki 1 i koncentrisanim momentom
P> u tacki 2. Pomeranja §; i do u tackama dejstva ovih sila predstavljaju ukupno vertikalno
pomeranje i obrtanje preseka 11 2 (slika 36)

P; P,
IS

%\\@L“YL/ e

2

Figure 1.36

Da bi bilo jednostavnije razumeti posmatra¢emo odvojeno dve proste grede optere¢ene, u prvom
slucéaju sa jediniénom silom u ¢voru 1 odnosno sa jediniénim momentom u évoru 2 (slika 37).
U drugom slucaju posmatramo dve proste grede opterecene sa jedini¢nim pomeranjem u ¢voru
11 jedini¢nim obrtanjem u évoru 2 (slika 38).

P=1 K11 K21
1J7 2 1J7 2

,”/% ’%‘\\ 161:]_ /’A
3 -5

A

> fll

~

Figure 1.37 Figure 1.38

Tada se veza izmedu pomeranja 6;, ¢ = 1,2 i sila P;, ¢ = 1,2 moze prikazati u slede¢em vidu

51 fu o fi2 P
_ - (6.1)

52 for fa Py

Koeficijenti f;;, 4,7 = 1,2 nazivaju se koeficijenti fleksibilnosti nosaca, koji odgovaraju silama
PibPs.

Geometrijsko znacenje koeficijenata fleksibilnosti je prikazano na skici. Koeficijenti f11 i fo1
predstavljaju vertikalno pomeranje u tacki 1 i obrtanje u tacki 2 usled dejsta sile P = 1 dok
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koeficijenti fis i fos predstavljaju vertikalno pomeranje u tacki 1 i obrtanje u tacki 2 usled
dejstva momenta.

Umesto veza izmedu pomeranja i sila na slican nacin se mogu prikazati veze izmedu sila i

pomeranja:
P ki1 k12 01
_ - (6.2)
Py ko1 koo 02

Koeficijenti k;;, 7, j = 1,2 se nazivaju koeficijenti krutosti nosaca, koji odgovaraju pomeranjima
01 1 09 . Fizicko znacenje koeficijenata krutosti je prikazano na skici.

Koeficijenti k11 1 ko1 predstavljaju silu u tacki 1 i moment u tacki 2 usled pomeranja §; = 1
dok koeficijenti k19 1 koo predstavljaju silu u tacki 1 i moment u tacki 2 usled usled obrtanja.

Veza izmedu pomeranja i sila odnosno sila i pomeranja date prethodnim izrazima prikazane su
za jednostavan primer proste grede ali mogu da se uopste za proizvoljan nosa¢ na koji deluje

proizvoljno zadati sistem sila.

Za opsti slucaj moze se zapisati sledeca relacija:

Q1 fiu - fiy - fin Ry
G | = | fa o fig oo S || R (6.3)
_Qn_ _fnl fnj fnn_ _Rn_
Odnosno:
q=F-R (6.4)

gde je F matrica fleksibilnosti.

Na slican nacin se mogu prikazati i obrnute zavisnosti, izmedu sila i pomeranja:

Rl kll . klj e kln q1
R; = ki1 klj kin qi (6 5)
Rn knl e fk‘n] e knn dn
Odnosno
R=K q (6.6)

gde je K matrica krutosti.
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6.2 Analiza Stapa

Rekli smo da prvi nivo analize jeste analiza Stapa i ona treba da uspostavi vezu izmedu pomer-
anja i sila na krajevima Stapa. Posmatra¢emo prav prizmatican Stap proizvoljnog poprecnog
preseka, duzine L (slika 39). Na krajevima Stapa su ¢vorovi koji su oznaceni sa i i k. U évoru
1 postavljen je koordinatni sistem tako da se osa x poklapa sa osom Stapa. Takav koordinatni
sistem nazivamo lokalni koordinatni sistem.

y
4
'V, Vi, Ty
@i M; v @ My
ulv i ukv Nk X
--
' EF 1 k
73 L k
Figure 1.39

6.2.1 Vektor sila i vektor pomeranja

Osnovne kinematicke veli¢ine Stapa su: generalisana pomeranja tj. pomeranja w i v u pravcu
x iy ose i obrtanje . Za generalisana pomeranja u ¢vorovima upotrebljavaju se jo§ i nazivi
parametri pomeranja i stepeni slobode.

Broj stepeni slobode u ¢voru je jednak broju generalisanih pomeranja u ¢voru, a broj stepeni

slobode stapa je jednak zbiru stepeni slobode u ¢vorovima.

Parametri pomeranja u ¢vorovima ¢ i k£ mogu da se prikazu kao komponente vektora q; i qx tj.
q,zT = [u’ia (%7 302]

(6.7)
qg = [Uk, Uk, 907,]

a parametri pomeranja Stapa kao komponente vektora q kojeg nazivamo vektor pomeranja:

q" = [af af] = (01,42, 43, -, G (6.8)

gde je n ukupan broj stepeni slobode Stapa.

Osnovne staticke veli¢ine u ¢vorovima Stapa koje odgovaraju generalisanim pomeranjima su
generalisane sile N i T i moment M.

Generalisane sile u ¢vorovima ¢ i kK mogu se prikazati kao komponente vektora R; i Ry tj.

(6.9)
Rlz = [Nk) Tk’ Mk]
a generalisane sile Stapa kao komponente vektora R kojeg nazivamo vektor sila:
R" = [R], R[] = [R1, Ry, R3, ..., Ry (6.10)
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6.2.2 Matrica krutosti Stapa

Matrica K pomoc¢u koje se uspostavlja neposredna veza izmedu generalisanih sila i generalisanih
pomeranja na krajevima Stapa naziva se matrica krutosti stapa.

Veza izmedu generalisanih sila R i generalisanih pomeranja q je:

R=K-q (6.11)
odnosno:
R1 kll . klj . kln q1
R; = ki ... kij oo kin : q; (6.12)
Rn knl e knj e knn dn

Ona je kvadratna matrica reda n, gde je n broj stepeni slobode stapa. Ona je simetri¢na u
odnosu na glavnu dijagonalu $to je posledica Maxwell-ovog stava o uzajamnosti pomeranja.

Element k;; matrice krutosti k jednak je generalisanoj sili R; koja nastaje usled generalisanog
pomeranja g; = 1 , pri cemu su ostala pomeranja jednaka nuli.

6.2.3 Vektor ekvivalentnog opterecenja

Kao sto je ve¢ receno, u matriénoj analizi sve nepoznate svodimo na nepoznate u ¢vorovima. Iz
tog razloga je neophodno da se spoljasnji uticaji koji deluju duz pojedinih Stapova zamene
koncentrisanim optereéenjem u ¢vorovima, odnosno na krajevima Stapova. Koncentrisano
opterecenje na krajevima Stapa kojim se zamenjuju spoljasnji uticaji koji deluju duz ose Stapa
naziva se ekvivalentno opterecenje. Kao spoljasnji uticaji mogu da deluju podeljena i koncen-
trisana optere¢enja kao i temperaturni uticaji.

(

s

72 L 4

Q,
Q Q
»’ES Q TN Qe

Figure 1.40
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Komponente ekvivalentnog optereéenja su pozitivne ako su orijentisane u smeru odgovarajuée
koordinatne ose.

Komponente ekvivalnetnog optereéenja u ¢vorovima ¢ i £ mogu se prikazati kao komponente
vektora Q; i Qp tj.
Qf = —[Ni. T;, M;, ]

1

6.13
Q%Z_[NvakaMk] ( )

a za Stap kao komponente vektora Q

Q" =1Q7,Q1] =[Q1,Q2,Qs, ..., Q4] (6.14)

Ekvivalentno opterecenje jednako je negativnim vrednostima reakcijama oslonaca i ukljestenja
totalno ukljestenog stapa usled zadatog opterecenja.

6.3 Analiza strukture Stapova

Kada govorimo o analizi strukture Stapova tada posmatramo nosa¢ u celini. Za takav nosac
potrebno je odrediti nepoznata pomeranja u ¢vorovima. Da bismo formirali uslovne jednacine
na osnovu kojih mozemo odrediti nepoznate veli¢ine potrebno je da pretpostavimo da su uticaji
u nosacu usled zadatog optereé¢enja jednaki zbiru uticaja u nosa¢u u kome su pomeranja ¢vorova
spreCena i uticaja u nosacu koji je opterecen ekvivalentnim optereé¢enjem u ¢vorovima nosaca,
slika 41.

"2 [TIIITT

\

Figure 1.41

Da bismo odredili nepoznata pomeranja posmatramo uslove ravnoteze ¢vorova nosaca optereé¢enog
ekvivalentnim optere¢enjem. Za sistem u celosti uslovi ravnoteze predstavljaju uslovne jednac¢ine

76



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

u slede¢em obliku:
K -q*=8* (6.15)

U prethodnoj jedna¢ini K* predstavalja matricu krutosti sitema, q* vektor pomeranja svih
¢vorova sistema, i S* vektor slobodnih ¢lanova koji potice od spoljasnjih sila koje deluju u
¢vorovima nosaca i od vektora ekvivalentnog optere¢enja. Zvezdica oznacava da se sve velicine
odnose na globalni koordinatni sistem. Na osnovu jednacine 6.15 se odreduju nepoznata pomer-
anja u ¢vorovima nosaca i kada su ona poznata na osnovu izraza 6.11 koji predstavlja vezu
izmedu sila i pomeranja mogu se dobiti sile na krajevima Stapa.

6.4 Tipovi Stapova i matrice krutosti

U zavisnosti od nacina na koji su Stapovi u ¢vorovima vezani sa ostalim delovima konstrukcije,
kod nosaca u ravni mogu se javiti tri tipa Stapova:

e Stap tipa k
° Stap tipa g
e Prost stap.
Stap tipa k je u ¢vorovima i i k kruto vezan sa ostalim delovima nosaca. On ima 6 ste-

peni slobode pomeranja u lokalnom koordinatnom sistemu g1, ¢o, ...q¢ tj. po 3 stepena slobode
pomeranja u svakom ¢voru.

d2R;

03 Rs s Re
q1.Ry 04 R4

i k

Figure 1.42: Stap tipa k

Stap tipa g je u évoru i kruto a u évoru g zglavkasto vezan sa ostalim delovima nosaca. On
ima 5 stepeni slobode pomeranja u lokalnom koordinatnom sistemu g1, qo, ...q5 tj. 3 stepena
slobode pomeranja u ¢voru 7 i 2 stepena slobode pomeranja u ¢voru g.

02 R, 0s. Rs
JsR3
d1. Ry J4R4

= 0
! 9

Figure 1.43: Stap tipa g

Prost stap je u ¢évorovima i i k zglavkasto vezan sa ostalim delovima nosaca. Stap ima 2
stepena slobode pomeranja u lokalnom koordinatnom sistemu u pravcu ose $tapa.

q1. Ry 0. R,
7 %
1

Figure 1.44: Prost $tap
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6.4.1 Prost stap

Posmatramo prost Stap u stanju aksijalnog naprezanja. Duzina Stapa je L, povrSina popretnog
preseka F' i modul elasti¢nosti F.

y
4
qu.R; ! E,F %Ry
:>(I3 Ck) > - - 4
I L 4

Figure 1.45: Prost Stap

U lokalnom koordinatnom sistemu, prost stap ima dva stepena slobode pomeranja. To su
pomeranja krajeva Stapa ¢ i k u pravcu ose §tapa ¢ = u; i g2 = ug. Tim pomeranjima odgo-
varaju aksijalne sile na krajevima Stapa R} = N; i Ry = Ng.

Vektor sila R i vektor pomeranja q su sledeci:

R = = q= _ | (6.16)

Matrica krutosti Stapa

Matrica krutosti Stapa predstavlja vezu izmedu vektora sila i vektora pomeranja:
R=K:-q (6.17)

odnosno:

Ry ki1 k12 q1
- - (6.18)

Ry ka1 koo q2

gde je matrica krutosti prostog Stapa:

ki1 k1o
K- (6.19)

ka1 koo

Matricu krutosti éemo izvesti direktnim postupkom tako Sto svaki element matrice krutosti
odredujemo direktno na osnovu njegovog fizickog znacenja. Element matrice krutosti k;; pred-
stavlja silu na mestu ¢ usled pomeranja ¢; = 1 kada su sva druga pomeranja krajeva Stapa
jednaka nuli.

Posmatrajmo sliku 46. Ukoliko prostom Stapu zadamo pomeranje g1 = 1 pri ¢emu je pomeranje
g2 = 0 sledi da je element ki; jednak sili R; a element ko; jednak sili Ry. U slede¢em koraku

zadajemo pomeranje g = 1 pri ¢emu je pomeranje ¢ = 0. U tom slucaju dobice se da je
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element k1o jednaki sili R; a element koo jednaki sili Ro .

To znaci da elementi prve kolone matrice krutosti predstavljaju sile na krajevima prostog Stapa
usled pomeranja g; = 1 dok elementi druge kolone matrice krutosti predstavljaju sile na kraje-
vima prostog Stapa usled g =1 .

ki1=Ry Ks1=R,
i
q,=1
kip=Ry k=R,
i
q,=1

Figure 1.46

Po definiciji elementi matrice krutosti predstavljaju aksijalne sile na krajevima Stapa usled je-
dini¢nih aksijalnih pomeranja.

Polazeéi od osnovnih jednacina teorije elasti¢nosti za promenu duzine tetive Stapa AL kazemo
da je jednaka razlici komponenata pomeranja krajeva Stapa u pravcu ose Stapa:

AL=q¢—q (6.20)

Dilatacija ose Stapa jednaka je promeni duzine po jedinici duzine Stapa tj.:

AL

a normalna sila u Stapu je:

AL EF
N=FEFe=FEF— = —(q2 — q1) (6.22)
L L
Sile na krajevima Stapa R; i Rs jednake su normalnim silama na krajevima Stapa i i k sa

odgovarajuéim znakom (slika 47).

N N
< (e, O g
i k
Rl Rz
&0 o) >

i k
Figure 1.47

Zmnak sila utvrduje se prema konvenciji znaka u matri¢noj analizi tj. sile na krajevima Stapa R
i Ry su pozitivne u pravcu x ose.

EF
Ri=-N= T(Ql - C]2)
Br (6.23)
Ry =N = T(_ql + q2)
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Ako prethodne jednacine ispiSemo u matricnom obliku dobija se veza izmedu vektora sila R i
vektora pomeranja q prostog Stapa:

Ry prp| 1 -1 q1
Ry -1 1 q2
gde matrica
EF 1 -1
K=— .
7 (6.25)
-1 1

predstavlja matricu krutosti prostog stapa konstantnog poprecnog preseka. Ona je kvadratna
matrica drugog reda, simetri¢na je i singularna tj. njena determinanta je jednaka nuli.

Vektor ekvivalentnog optereéenja

Jednacina R = K - q vazi za neoptereéen stap. Ako je Stap optere¢en onda osnovna jednacina
glasi:

R=K-q—Q (6.26)
gde je Q vektor ekvivalentnog opterecenja Stapa.

Ranije smo definisali vektor ekvivalentnog opterecenja i rekli smo da on predstavlja vektor sila
na krajevima Stapa sa suprotnim predznakom a koji se javlja usled spoljasnjeg opterecenja
nosaca.

Prost stap moze biti optereéen silama u pravcu ose Stapa i uticajem od temperature t° duz ose
Stapa, kada se javlja dodatna dilatacija ¢; koja je jednaka:

Et = O[tto (627)
gde je ay koeficijent termicke dilatacije materijala.

U tom sluc¢aju ukupna normalna sila u Stapu jednaka je:

EF
N = EF(€ + Et) = T(QQ - Q1) + EFattO (628)

ili matri¢no:
Ry EF 1 -1 T -1
= — . — EFaut’ (6.29)
RQ -1 1 q2 1
Drugi ¢lan predstavlja vektor ekvivalentnog optere¢enja usled temperaturne promene u osi Stapa

Q:

Q= EFout? (6.30)
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EFO(tto t° EF(XttO
>0

O <

Q;=EFat” Q,=EFat°
< o o >

Figure 1.48

Vektor ekvivalentnog optereéenja jednak je vektoru reakcija obostrano oslonjenog prostog Stapa
usled temperaturne promene u osi Stapa sa suprotnim znakom, slika 48.

Ako je Stap optereéen proizvoljnim optereéenjem u pravcu ose Stapa, slika 49, komponente
ekvivalentnog optereéenja se dobijaju kao reakcije obostrano oslonjenog Stapa sa suprotnim
znakom.

Ni px Nk
<t———O O <t
Q=-N Q=-N,
— O Q >
Figure 1.49
Q1 N;
Q, = =— (6.31)

Q2 Ny,

Ako je optereCenje duz ose Stapa konstantno, slika 50, tada su reakcije na krajevima Stapa
jednake polovini rezultante opterecenja, odnosno:

N; =pL/2 p Ny =pL/2
<+—o0 0 <
# L o
Ql:pL/2 szpl_/z
— o o >
Figure 1.50
L
Qi =
Q, = = (6.32)
pL
Q2 5
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6.4.2 Stap tipa k

Stap tipa k je kruto vezan na oba kraja sa ostalim delovima nosaca. Moze biti izlozen aksijalnom
naprezanju i savijanju. U linearnoj teoriji Stapa ta dva naponska stanja su potpuno nezavisna
i mogu se posmatrati odvojeno. Uticaji usled istovremenog delovanja oba stanja mogu se do-
biti superpozicijom uticaja usled pojedinih stanja. Posmatramo prav prizmatican Stap tipa k,
duzine L, povrsine poprec¢nog preseka F', modula elasti¢nosti F i momenta inercije I (slika 51).

y

4

‘02 R, s Rs

0. Rs Je Re
17R1 q4’R4 X
-

i E,F I k

I L 4

Figure 1.51

Stap tipa k ima 6 stepeni slobode pomeranja na krajevima stapa, po 3 u svakom évoru i to dva
pomeranja v i v u pravcu x i y ose i rotaciju ¢ oko z ose. Tim pomeranjima odgovaraju sile
N;,T;, M; u évoru ¢ odnosno Ny, Ty, M}, u ¢voru k.

Vektor sila R i vektor pomeranja q u lokalnom koordinatnom sistemu su:

Ry N; q1 U;
Ry T; q2 v
R3 M; q3 i
R = - q= - (6.33)
Ry N, qa Uy,
Rs T, as Vg,
Rg M, 6 Pk

Aksijalno naprezanje i savijanje su dva medusobno nezavisna naponska stanja koja se mogu
posmatrati odvojeno (slika 52):

q1.Ry
> -

Figure 1.52
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Matrica krutosti i vektor ekvivalentnog optereé¢enja Stapa usled savijanja

Matrica krutosti Stapa tipa k izvesée se posmatrajué¢i aksijalno naprezanje i savijanje Stapa
nezavisno jedno od drugog. PoSto je matrica krutosti za aksijalno naprezanje izvedena za prost
Stap potrebno je samo izvesti matricu krutosti Stapa tipa k za slucaj savijanja (slika 53).

R, 03 Rs

qq,
P} Rg%l U4 Rg/A‘\

i k

Figure 1.53

Vektor sila i vektor pomeranja su sledec¢i:

Ry q1

Ry q2

R3 q3
I Ry | | a4 |

Matrica krutosti k¥ izvesée se direkto, polazeéi od fizickog znacenja koeficijenta matrice kru-
tosti: koeficijent k;; predstavlja silu R; obostrano ukljeStenog Stapa, usled pomeranja ¢q; = 1
kada su sva ostala pomeranja krajeva Stapa jednaka nuli.

S obzirom da Stap tipa k izloZen savijanju ima Cetiri stepena slobode pomeranja, matrica kru-
tosti Stapa izlozenog savijanju moze se prikazati u slede¢em obliku:

ki k12 ki kia
s kor koo kos koa
KS = (6.35)
kg1 k32 ksz ksa

kar kaz kaz kaa

Usled pomeranja g; = 1 javljaju se reakcije na krajevima stapa koje predstavljaju redom ele-
mente j-te kolone matrice krutosti k1;, koj, k3j, k4. S tim u vezi, da bismo odredili elemente
prve kolone matrice krutosti k% zada¢emo jediniéno pomeranje ¢; = 1 Stapu tipa k, odnosno
Stapu koje je obostrano ukljesten. U statickom smislu, taj Stap je dva puta staticki neodreden, a
da bismo dosli do resenja primeni¢emo metodu sila. Na slici 54 je prikazan postupak odredivanja
reakcija na krajevima Stapa usled jedni¢nog pomeranja oslonca q;.
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0,=1]4 E, | K
I L 73
osnovni sistem
X1 X2
VR E | 2N
A N
74 L I
stanje x; =1
xi=1
7 E, |
N
J]C1=1/L =1 ’LT
M
1
stanje x, =1 X=1
) E, | 7
s
Tq=1/|_ 0221/LJ]
M, ‘
1
_6El _6EI
k21 _F k41_ L
TN TN
| |
Figure 1.54

Uslovne jednacine:

011¢ + 1+ 619290 +610=0
001 + 1 4+ 999 + o9 =0

Koeficijenti uz nepoznate

1 [
511—/ EdS— I

2 —
522/ El —=ds = I

. MlMgd L
2= [ TEr YT 6EI

Slobodni ¢lanovi uslovnih jednacina

—chc:%
(520 = —ZCQC: —%

Uslovne jednacine

L L 1
51 6eT ||| T | Z
L L 1
g1 ser) L™ L7

Staticki nepoznate velicine

6F1
Tn=m =y
Reakcije oslonaca
12ET
Gi=-C="1

Reakcije oslonaca koje smo dobili na ovaj nacin, usled zadavanja jedini¢nog pomeranja ¢ = 1
predstavljaju elemente prve kolone matrice k¥, odnosno matrica krutosri stapa izlozen savijanju

je sledeca:
12E1 |
I3 ki2 ki3 ks
6ET
S Tz kaa ko ko4
| 12BE1
~ I3 k32 kg3 kas
6E1
Tz kaz ki3 Kaa |

84

(6.36)



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

Da bismo dobili elemente druge, trece i ¢etvrte kolone ove matrice potrebno je da zadajemo
redom jedini¢na pomeranja, odnosno jedini¢na obrtanja oslonaca:

6El 6EI iy
k21_? k41:|_—2 K= %l Ka= %l
57N N
_12El _12EI _6EI _6El
P S L |~
q,=1
kas=5' k=5 AF%' QZ%I
Figure 1.55
Kona¢no dobija se matrica krutosti Stapa tipa k izloznog savijanju u slede¢em obliku:
12E1 6F1 12EI 6EI
L3 2 I3 L2
6E1 4EI  6EI 2E1
KS — L? L L2 L (6.37)
12E1 6EI 12FEI 6F1
L3 I? 3 L2
6FE1 2FE1 6FI 4EI
L L2 L L2 L

Matrica krutosti je kvadratna matrica cetvrtog reda, simetri¢na i singularna.

Vektor ekvivalentnog ¢vornog optere¢enja usled savijanja u lokalnom koordinatnom sistemu
ima cetiri komponente koje su jednake negativnim vrednostima reakcija oslonaca obostrano
ukljestene grede usled zadatog opterecenja.

M i
(a k ) My @)
JzTi T% I (6.38)
ng >Q“ s
TQl QsT i Q4
Figure 1.56
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Stap tipa k je dva puta staticki neodreden pa se reakcije oslonaca usled zadatog optereéenja

odreduju primenom metode sila. Vektor ekvivalentnog opterec¢enja Q,, usled jednakopodeljenog
opterecenja je slededi:

Mi=pli12 M= pLi12
(ITTTTTTTT ‘> o
L B)
vTi =pL/2 T= pL/2V ]iz
= 12 6.39
{QZ: o712 Q.= pl712 ) Qp . (6.39)
9
Tle pL/2 Qz=pL/2 T pl?
L 12
Figure 1.57
Vektor ekvivalentnog optereéenja Q; usled temperaturne razlike:
M; =E laAt/h M, =E layat/h
<A4 At> 0 R ) .
1 L R
1 4 _1
Q- 0 o
("QZ: ElaAth Q =E IatAt/hV> .
1
Figure 1.58 L .

Matrica krutosti Stapa tipa k i vektor ekvivalentnog opterecenja

Matrica krutosti Stapa tipa k dobija se iz matrica krutosti aksijalno napregnutog stapa k“
i matrice krutosti stapa izlozenog savijanju k° stavljanjem ¢lanova matrica na odgovarajuée
mesto u matrici krutosti stapa tipa k izlozenog sloZzenom naprezanju.

1 4
EF EF
k4 = 7 L 1 (6.41)
EF EF |
L L
2 3 5 6
[ 12ET 6ET 12EI  6EIT |
= 1z 3 1z |2
< 6E1 AET 6EI  2EI
il 7 A - B A (6.42)
12EI  6EI 12EI 6ET
E ) 73 T2 5
6E1 2T 6EI  4EI |
L2 L L2 L

86




STATIKA KONSTRUKCIJA 2

Da bismo formirali matricu krutosti Stapa tipa k potrebno je da numeriS§emo vrste i kolone
matrica krutosti k? i k®. Numerisaéemo ih sa brojevima kojima su numerisana i pomeranja
odnosno sile na krajevima stapova. Tako ¢e elementi matrice krutosti k4 imati oznake 1 i
4 koje odgovaraju oznakama sila i pomeranja aksijalno napregnutog Stapa a elementi matrice
krutosti k° ¢e imati oznake 2, 3, 5 i 6 koje odgovaraju oznakama pomeranja krajeva stapa tipa
k izlozenog savijanju. Zatim, formiramo nula matricu Sestog reda, numerisemo vrste i kolone i
na odgovarajuca mesta postavljamo elemente iz matrica krutosti aksijalno napregnutog Stapa
k4 i stapa izlozenog savijanju K°. Na taj nacin se dobija matrica krutosti stapa tipa k:

1 2 3 4 5 6
[ EF EF i
— 0 0 - 0 0 1
L L
12E1 6E1 12E71 6FE1
2 - R R -
6E1 4F]T 6FE1 2F1T
Sl 7 e A R A I (6.43)
EF 0 0 EF 0 0 4
L L
12E1 6F1 12E1 6FE1
2 VY |’
6FE1 2E1 6F1 4F1
0 — = 0 — — 16
L L? L L2 L 4

Vektor ekvivalentnog optereéenja dobija se na isti naci kao i matrica krutosti tako $to na odgo-
varajuCa mesta stavljamo elemente vektora ekvivalentnog opterecenja aksijalno napregnutog
Stapa i Stapa izlozenog savijanju:

Q1
Q2
Q3
Q= (6.44)
Q4
Qs

Qs
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6.4.3 Stap tipa g

Stap tipa g je na jednom kraju kruto a na drugom kraju zglavkasto vezan sa ostalim delovima
nosaca. Matrica krustosti ¢e se izvesti pod pretpostavkom da je prvi ¢vor ¢ ukljesten, a drugi
¢vor g koji je slobodno oslonjen.

Posmatramo prav prizmatican Stap tipa g, duzine L, povrsine poprectnog preseka F', momenta
inercije I i modula elasti¢nosti F, ¢ija se osa Stapa poklapa sa osom x lokalnog koordinatnog
sistema (slika 59).

y
4
2R, 0s.Rs
Js.Rs

q1.Ry ds.R4 X
; o -
: E,F I 9
73 L k

Figure 1.59

Stap tipa g ima 5 stepeni slobode pomeranja i to u ¢voru ¢ komponente pomeranja v i v u
pravcu z i y ose, rotaciju oko z ose i u ¢voru g dve komponente pomeranja u i v.

Vektor sila i vektor pomeranja u lokalnom koordinatnom sistemu imaju po pet komponenti:

—Rl— —Ni- —Q1_ _Ui_
Ry T; q2 v
R=1 Ry |=| M, 9= 1 @3 | = | @i (6.45)
Ry Ny Q4 Ug
| Bs | | Ty K

Matrica krutosti Stapa tipa g izvodi se na isti nac¢in kao i matrica krutosti Stapa tipa k, tako
Sto se aksijalno naprezanje i savijanje Stapa posmatra nezavisno jedno od drugog, slika 60.

44 R4
>

q1. Ry
>0

Figure 1.60
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S obzirom da je matrica krutosti Stapa izlozenog aksijalnom naprezanju veé izvedena u delu
izvodenja matrice krutosti za prost Stap potrebno je izvesti matricu krutosti Stapa tipa g
izlozenog savijanju, slika 61:

q1.Ry daR3

dz. sz%

QQ —>

Figure 1.61
Vektor sila i vektor pomeranja su:
Ry q
S S
R%=| g, ° = | 4 (6.46)
R3 a3

Matrica krutosti k° izvesée se direktno, polazeéi od fizickog znacenja koeficijenta matrice kru-
tosti: koeficijent k;; predstavlja silu R; obostrano ukljeStenog Stapa, usled pomeranja ¢; = 1
kada su sva ostala pomeranja krajeva Stapa jednaka nuli.

S obzirom da &tap tipa k izloZen savijanju ima tri stepena slobode pomeranja, matrica krutosti
Stapa izlozenog savijanju moze se prikazati u slede¢em obliku:

ki1 ki ki3
K= | kot koo oy (6.47)
k31 k3o k33

Usled pomeranja g; = 1 javljaju se reakcije na krajevima Stapa koje predstavljaju redom ele-
mente j-te kolone matrice krutosti kq;, k2j, k3j. S tim u vezi, da bismo odredili elemente prve
kolone matrice krutosti k% zadaéemo jediniéno pomeranje ¢; = 1 Stapu tipa g. U statickom
smislu, taj Stap je jednom staticki neodreden, a da bismo dosli do resenja primeni¢emo metodu
sila. Na slici 62 je prikazan postupak odredivanja reakcija na krajevima Stapa usled jedni¢nog
pomeranja oslonca ¢;. Usvojen je osnovni sistem proste grede, srac¢unat je koeficijenti uz nepoz-
natu kao i slobodan ¢lan uslovne jednacine i na osnovu staticki nepoznate veli¢ine odredene su
reakcije na krajevima Stapa.
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Uslovna jednacina:

::I_T
/| E,| j 01171 + 10 =0
" L " Koeficijenti uz nepoznatu
osnovni sistem St — M1 L
Xy W= ) EIY T 3EI

/A
E, | Slobodan ¢lan
Ao A

/77777777 ].
* L # O1e =~ Z CIC:E
stanje x; =1 Uslovna jednacina
X1:1

o E | SELIWF% 0

/77777777 evq ey
C,=1/L G ]_/LT Staticki nepoznate veli¢ine
3EI
n= T
M
! Reakcije oslonaca
1
3EI
k 3EI Cl - —CQ == ?
p’\

] =,
T kll—g kslz% l

Figure 1.62

Reakcije oslonaca koje smo dobili na ovaj nac¢in, usled zadavanja jedini¢nog pomeranja q; = 1
predstavljaju elemente prve kolone matrice k°:

[ 3EI |
5 k2 ks
S _ 3ET
k” = " koo ko3 (6.48)
3ET
~ I3 ksa ka3 |

Kada se jednostrano ukljestenom Stapu, slika 63, zadaju pomeranja otalih oslonaca, ¢; = 1,7 =
1,2,3 dobijaju se reakcije na krajevima Stapa koje predstavljaju elemente j-te kolone matrice
krutosti:
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Matrica krutosti Stapa tipa g izlozenog savijanju je sledeca:

q,=1
Kot = %I
A 1
_3El
kzs—F T
1 O
1 >
l le_% Tkss
Figure 1.63

3EI  3EI 3ET
L3 2 L3
3EI  3EI  3EI
L2 L L2
3EI 3EI 3EI

3 L2 L3

Matrica krutosti je kvadratna i simetri¢na.

Vektor ekvivalentnog opterecenja

J}kszzi—lgzl
=3El
L3
(6.49)

Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja usled savijanja u lokalnom koordinatnom sistemu ima
tri komponente koje su jednake negativnim vrednostima reakcija oslonaca jednostrano ukljestene
grede usled zadatog opterecenja.

R

g

Figure 1.64

o

(6.50)
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Stap tipa g je jednom staticki neodreden pa se reakcije oslonaca usled zadatog optereéenja

odreduju primenom metode sila. Vektor ekvivalentnog opterec¢enja Q,, usled jednakopodeljenog
opterecenja je slededi:

( [TTTTTTTT )
L | [ 5pL ]
L T=5pLs8 Ti=3pL/8] pi 2
Q,=pLi12 Q=15 (6.51)
< 3pL
TQ1:5pL/8 Qs= 3pL/8T L 8
Figure 1.65

Vektor ekvivalentnog optere¢enja Q; usled temperaturne razlike:

M, =15E laAt/h

At>0
1 A -
I L ) 1
AT,= 15ElaA/NL T = 1.5Er$m/h|_ -7
At
=15FETo;— _ 6.52
(’szl.SE logAt/h Q A 1 (6.52)
1
lQ= 1.5EloA/ML Q= 1.5E¢oqA/hL L 7

Figure 1.66

Matrica krutosti Stapa tipa g i vektor ekvivalentnog opterecenja

Matrica krutosti Stapa tipa g dobija se iz matrica krutosti aksijalno napregnutog stapa k*
i matrice krutosti stapa izlozenog savijanju k° stavljanjem ¢lanova matrica na odgovarajuée
mesto u matrici krutosti Stapa tipa g izloZzenog slozenom naprezanju.

1 4
EF  EF
K= 7 7|1 (6.53)
_EEEE
L L
2 3 5
F3EI  3EI  3EIT
s L3 2 I
K"=\|3p1r 381  3EI (6.54)
L? L L?
3EI  3EI  3EI
L3 2 I3 -
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Da bismo formirali matricu krutosti Stapa tipa g potrebno je da numeriSemo vrste i kolone
matrica krutosti k? i k®. Numerisaéemo ih sa brojevima kojima su numerisana i pomeranja
odnosno sile na krajevima stapova. Tako ¢e elementi matrice krutosti k4 imati oznake 1 i
4 koje odgovaraju oznakama sila i pomeranja aksijalno napregnutog Stapa a elementi matrice
krutosti k® ée imati oznake 2, 3 i 5 koje odgovaraju oznakama pomeranja krajeva Stapa tipa g
izlozenog savijanju. Zatim, formiramo nula matricu petog reda, numeriS§emo vrste i kolone i na
odgovarajuéa mesta postavljamo elemente iz matrica krutosti aksijalno napregnutog stapa k*
i stapa izlozenog savijanju k®. Na taj nacin se dobija matrica krutosti stapa tipa g:

1 2 3 4 5
[ EF EF |
= 0 0 -= 0 |1
L L
38EI  3EI 3EI
R L A E
k=| , 8Bl 3EI 6EI ] (6.55)
1?2 L 2
EE oy = R I
L L
3EI  3EI 3EI
=== = I

Vektor ekvivalentnog optere¢enja dobija se na isti nac¢in kao i matrica krutosti tako Sto na
odgovarajuc¢a mesta stavljamo elemente vektora ekvivalentnog opteretenja aksijalno napregnu-
tog Stapa i Stapa izlozenog savijanju:

Q1
Q2
Q= | @, (6.56)

Q4

Qs
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6.5 Transformacije matrice krutosti i vektora ekvivalentnog opterecenja

Matrice krutosti Stapova kao i vektori ekvivalentnog optere¢enja su ispisani u lokalnom koordi-
natnom sistemu. Lokalni koordinatni sistem je vezan za Stap, osa x se poklapa sa osom Stapa a
ose ¥ i1 z sa glavnim osama inercije popre¢nog preseka Stapa. Na taj nacin svaki Stap ima svoj
lokalni koordinatni sistem.

Za analizu sistema medusobno vezanih Stapova, potrebno je definisati polozaj svakog Stapa
u odnosu na zajednicki sistem koji se naziva referentni, opsti ili globalni koordinatni sistem.

Pored toga potrebno je izvrsiti transformaciju vektora generalisanih sila (pomeranja) i matrice
krutosti Stapa iz lokalnog u globalni koordinatni sistem.

6.5.1 Prost Stap

lokalni koordinatni sistem globalni koordinatni sistem

/ TquRZ

% *—R?
y O3 s
* R*>
Q1 R
a1.Ry
X
Figure 1.67
Vektori sila R i pomeranja q krajeva Stapa u globalnom koordinatnom sistemu su:
1’ 4
Ry %
R = q’ = (6.57)

e 4
Ry i

Transformacija vektora sila i pomeranja definisana je uglom « koji X osa globalnog koordinatnog
sistema zaklapa sa x osom lokalnog koordinatnog sistema.

Ry = Rjcosa+ R3sina (6.58)
analogno:
Ry = R3cosa + R sina (6.59)

94



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

Veza izmedu vektora sila na krajevima Stapa u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu u
matri¢nom obliku glasi:

Ry
Ry cosa sina 0 0 R3
_ (6.60)
Ry 0 0 cosa sina R3
Ry
Odnosno
R=T R* (6.61)
gde je T matrica transformacije aksijalno napregnutog stapa
cosa  sina 0 0
T — (6.62)
0 0 cosa sina
Ona vazi i za vektore pomeranja krajeva Stapa kao i vektore ekvivalentnog opterecenja
—T.q*
a=-"q (6.63)
Q=T -Q
Obrnuta veza (globalni koordinatni sistem-lokalni koordinatni sistem)
R =T R
qa =TT .q (6.64)
Q' =T"-Q

Transformacija matrice krutosti

Polazeéi od jednacine Stapa u lokalnom koordinatnom sistemu i zamenjujuéi q sa izrazom 6.63a,
dobijamo:

R=K-q
* " (6.65)
Ako uvedemo obelezavanje
K=K-T (6.66)
dobija se
R=K g (6.67)

gde je K matrica krutosti koja daje vezu izmedu vektora sila R u lokalnom koordinatnom
sistemu i vektora pomeranja q* u globalnom koordinatnom sistemu.
Mnozeéi prethodnu jednacinu sa leve strane sa TT dobija se:

™' R=T" K ¢ (6.68)
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Odnosno

R*=K* - q' (6.69)

Dobili smo vezu izmedu vektora sila R* i vektora pomeranja q* u globalnom koordinatnom
sistemu koja je definisana matricom krutosti stapa K* u globalnom koordinatnom sistemu gde
je, uzimajuéi u obzir jednacine (6.66) i (6.68)

K'=T . K=T" ' K-T (6.70)
Matrica K za aksijalno napregnut Stap dobija se mnozenjem matrica K i T u obliku:
. EF 1 -1 cosa  sina 0 0
-1 1 0 0 cosa  sina
. EF cos & sina¢ —cosa —sina
—cosa —sina  cosa sin o
Kada se matrica K pomnozi sa leve strane matricom TT
cos « 0
sin « 0 EF cos a sina —cosa —sina
0 cos « —cosa —sina  cosa sin «
0 sin o

dobija se matrica krutosti K* prostog stapa u globalnom koordinatnom sistemu u obliku:

EF | ke —ke
K= —"— (6.74)
L
-k, ke
gde je ke submatrica matrice krutosti stapa k*
cos? a cos o sin «
k. = (6.75)
cos o sin «v sin? «

Transformacija vektora ekvivalentnog optereéenja iz lokalnog u globalni koordinatni sistem usled
temperaturne promene u osi Stapa:

cos « 0 — COosS v
sin o 0 —1 —sin«
Q=17 Q= EFa;t° = EFa,t° (6.76)
0 COS (v 1 CoSs &
0 sin «v sin av
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Na isti nacin vr§imo transformaciju vektora ekvivalentnog opterec¢enja usled raspodeljenog

opterecenja:
cos
T sin a
Q=T Q=
0
0

0

0

COS «x

sin av

Q1
Q2

Q1 cosa
Q1 sina
Q)2 cos

()2 sin o

(6.77)

odnosno, transformaciju vektora ekvivalentnog opterecenja usled jednakopodeljenog opterecenja

p:

COS &

. pL sin «

;= 3 (6.78)
Ccos «
sin «v

6.5.2 Stap tipa k

lokalni koordinatni sistem globalni koordinatni sistem

. aGsRs
qG'RGA

R?%EL,RS /
Os.Re
44,7 R, .

*’R*
y\ * 0GR Q4.4
d2.R> 03.R3
%:R@?Y\
* R*
ﬁRl 01.Ky
X

Figure 1.68
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Vektori sila R i pomeranja q u globalnom koordinatnom sistemu su:

Ry a
R a3
R | 0 | ® (679
R q
Ry a5
i Rg | i a5 |

Projektovanjem komponenata globalnog sistema R} i R3 na pravce osa lokalnog koordinatnog
sistema xy dobija se veza izmedu sila u slede¢em obliku:

Ry = Rjcosa+ Rjsina

. . . (6.80)
Ry = —Risina+ R5cosa
Vektor momenta je invarijanta u odnosu na rotaciju sistema
Rs = Rj (6.81)
Ako ove tri jedna¢ine napiSemo u matricnom obliku dobija se da je:
Ry cosa  sina 0 Ry
Ry | = | —sina cosa O R3 (6.82)
R3 0 0o 1 R3
Odnosno
R, =t R} (6.83)

Vektori R; i R} su vektor sila u ¢voru 7 u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu, a t je
¢vorna matrica transformacije.

Ry Ry cosa sina 0
Ri=| R, R} = R3 t=| —sina cosa 0 (6.84)
R3 R3 0 0 1

Na osnovu analogije mozemo napisati vezu izmedu vektora sila u ¢voru k u lokalnom i globalnom
koordinatnom sistemu:

Ry, =t R} (6.85)
Ry R;

Ry = | Ry Ri=| R: (6.86)
Rg Ry
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Ispisivajuéi jednacine koje opisuju vezu izmedu vektora sila na krajevima Stapa R u lokalnom
i globalnom koordinatnom sistemu za Stap tipa k se dobija:

R, t 0 R}
= : — R =TR* (6.87)

Ry 0t R;
Matrica T predstavlja matricu transformacije Stapa tipa k. Ona se sastoji od dve submatrice
T koje leze na glavnoj dijagonali dok su vandijagonalne matrice jednake nuli.

T — (6.88)

U razvijenom obliku matrica transformacije glasi:

cosa sina 0 0 0 0
—sina cosa 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
T — (6.89)
0 0 0 cosa sina 0
0 0 0 —sina cosa 0
0 0 0 0 0 1

Ista veza moze da se napiSe za vektore pomeranja q i q* kao i za vektore ekvivalnetnog
opterecenja Q i Q* stapa:

q=T q"

6.90
Q-1 (6.90

Matrica transformacije je ortogonalna matrica tj. njena inverzna matrica T~! je jednaka
transponovanoj matrici T7

T =771 (6.91)
Pa sledi:

R* =TT .-R

g =17 .q (6.92)

Q' =T"-Q

Matrica krutosti Stapa u globalnom koordinatnom sistemu dobija se na isti nac¢in opisan za
prost stap:

R=K- q-Q=K-T-q"-Q=K-q"-Q (6.93)
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Matrica K daje vezu izmedu vektora sila u lokalnom koordinatnom sistemu i vektora pomeranja
u globalnom koordinatnom sistemu.
Mnozeéi prethodnu jednacinu sa T7 sa leve strane dobija se:

™ R=TT . K.-q*-T7.Q

(6.94)
Gde je
K=T" . K=TT K- T (6.95)
6.5.3 Stap tipa g
Y
lokalni koordinatni sistem globalni koordinatni sistem
X * *
b\q& R5 / TqBY R5
04, R4 *_RP
— Q4. R4
YN a2 Ry
92.Rz q3 R;
% Ref?
R
4 R, CEERA]
X
Figure 1.69
Vektori sila R i pomeranja q u globalnom koordinatnom sistemu su sledeéi:
Ry 4
Ry %
R* = R} q' = @ (6.96)
R’y 4
RN K

Veza izmedu vektora sila i vektora pomeranja u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu
definisana je preko matrice transformacije:

R=T- R
q=T q (6.97)
Q=T Q'
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Matrica transformacije T za Stap tipa g moze se dobiti iz matrice transformacije Stapa tipa k

_ cosa sina 0 0 0 _
—sina cosa 0 0 0
T= 0 0o 1 0 0 (6.98)
0 0 0 cosa sina
i 0 0 0 —sina cosa |

Matrica transformacije je ortogonalna pa vaze relacije:

R* =T . R
qa =17 .q (6.99)
Q' =T"-Q

Matrica krutosti Stapa u globalnom koordinatnom sistemu dobija se na isti nac¢in opisan za
prost stap:

R=K - q-Q=K-T-¢"-Q=K-q*-Q (6.100)

Matrica K daje vezu izmedu vektora sila u lokalnom koordinatnom sistemu i vektora pomeranja
u globalnom koordinatnom sistemu. Mnozeéi prethodnu jednacinu sa T7 sa leve strane dobija
se:

™" R=T" K- q*-T"-Q

(6.101)
Gde je
K=T" K=TT . K-T (6.102)
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6.6 Formiranje uslovnih jednacina za odredivanje pomeranja nosaca
Za svaki Stap j na koji deluju spoljasnji uticaji veza izmedu generalisanih sila i generalisanih
pomeranja na krajevima Stapa moze se prikazati izrazom:

Ri=ki-q-Q j=123..M (6.103)

Gde su:

e R* vektor sila

e k¥ matrica krutosti

e q; vektor pomeranja

e QF wvektor ekvivalentnog opterec¢enja

e M  broj stapova u nosacu

Zvezdica uz oznake znaci da se sve veli¢ine odnose na globalni, referentni koordinatni sistem.
Ako se prethodna jednac¢ina napise za sve Stapove sistema dobija se slede¢a matri¢na jednacina:

R=k-q¢-Q j=123,...M (6.104)

Pri ispisivanju jednacina nisu postavljani bilo kakvi uslovi Sto se ticu veza Stapova. Jednacine
su ispisane redom za sve Stapove onako kako su oni u sistemu obelezeni, pod pretpostavkom da
su oni medusobno nezavisni, odnosno nepovezani. Zato se matrica krutosti k" naziva matrica
krutosti sistema nepovezanih Stapova.

Medutim, $tapovi su povezani u é¢vorovima, tako da su pomeranja (obrtanja) u nekom ¢voru ista
za Stapove koji se u tom ¢voru vezuju. Ako se uvede vektor generalisanih pomeranja ¢vorova
sistema q* Cije se komponente mere u odnosu na referentni koordinatni sistem , veza izmedu
ovog vektora i vektora q* ¢ije su komponente generalisana pomeranja na krajevima pojedinih
Stapova, postoji odredena zavisnost:

T=J-q" (6.105)

Matrica J pomocéu koje se uspostavlja neposredna zavisnost izmedu vektora q* i q* je pravougaona
matrica kod koje je broj vrsta jednak zbiru broja stepeni slobode $tapova sistema, a broj kolona
jednak broju stepeni slobode ¢vorova sistema. Elementi ove matrice su ili nule ili jedinice.

Ako bismo posmatrali sistem na slici 70, on ima ima tri Stapa po tri stepena slobode u ¢vorovima
—% 3

na krajevima Stapa, tada vektor q* ima ukupno 3x2x3=18 komponenata dok vektor q* ima
4x3=12 komponente. Prema tome matrica J je pravougaona matrica sa 18 vrsta i 12 kolona.
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Figure 1.70

Veza za sistem na slici je:

q;! I
gt I qi
q;* I @
_ (6.106)
q;? I a3
¢ I | 4 |
g3 I

Gdesuq;"™ m = 1,2,3 generalisana pomeranja krajeva Stapova, ¢; @ = 1,2, 3,4 generalisana
pomeranja ¢vorova sistema a I jedini¢na matrica tre¢eg reda. Matrica J pomoc¢u koje se definisu
uslovi veze Stapova u ¢vorovima sistema naziva se matrica veze Stapova.

Pored uslova kompatibilnosti u ¢vorovima sistema moraju biti ispunjeni i uslovi ravnoteze. Na
¢vor 1 koji je izdvojen iz datog sistema deluju sile veze i spoljasnje koncentrisane sile i momenti
koji neposredno deluju u ¢voru i.

Vektor spoljasnjih sila koje neposredno deluju u évoru i obelezen je sa P}

Px
P;=| p (6.107)

Py

Uslov ravnoteze sila u ¢voru i u vektorskom obliku glasi:

i )
P;-Y R'=0 i=1,23N (6.108)
=1
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Figure 1.71

Vrsi se sumiranje po svim Stapovima vezanim u ¢voru ¢ pri ¢emu 7); predstavlja broj stapova u
¢évoru 1.

Analogno uslovima ravnoteze ¢vora i koji su prikazani prethodnim izrazom, mogu da se formi-
raju uslovi ravnoteze svih ¢vorova i prikazu sazeto u slede¢em obliku:

P*-R*=0 (6.109)
Gde su:
Py RY
P = Py R* = R} (6.110)
Py Ry

vektor zadatih spoljasnjih sila i vektor sila veze u ¢vorovima sistema koji ima N ¢vorova.
Ako to primenimo na ilustrovani primer mozemo zapisati:

*1

P;-R;, =0

P;-R, -R, =0

27 e T Y —

o s (6.111)
P:-R; =0

U kojima uz vektor sila veze gornji indeks oznacava Stap a donji indeks kraj stapa, levi (i) ili
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desni (k). Prethodne jednacine se mogu ispisati u matri¢nom obliku:

R

[ i [ i —x1

P I R,

% *2

P3 I I R,
— =0 (6.112)

P I I R,

P: 1| | R’

R,

Odnosno

P*—J'R =0 (6.113)

Gde je JT transponovana matrica veze Stapova.
Analogno vezi izmedu vektora pomeranja q* i @* mozemo zapisati:

R*=J'R’ (6.114)

Smenom prethodne jednacine u jednacinu ravnoteze svih ¢vorova dobija se:

P —J'K -@-Q)=0 (6.115)
Odnosno
P —J'KJIqg"-Q) =0 (6.116)

Matri¢na jednac¢ina u kojoj je nepoznat vektor pomeranja ¢vorova q* posle sredivanja moze da
se prikaze u standardnoj formi sistema algebarskih jednacina:

K* q" =S"* (6.117)

Gde je K* matrica koeficijenata uz nepoznate S* vektor slobodnih ¢lanova

K*=J'K'J
Q' =J'qQ

Matrica K* se naziva matrica krutosti sistema a vektor S* vektor slobodnih ¢lanova. Matrica
krutosti K* se dobija tako Sto se matrica krutosti nepovezanih Stapova K" pomnozi sa leva sa
J7 a sa desna sa J.

6.6.1 Konturni uslovi i odredivanje pomeranja ¢vorova i reakcija oslonaca

U izrazu K* - q* = S* nepoznate su komponente vektora pomeranja ¢vorova q* dok su kom-
ponente vektora S* poznati slobodni ¢lanovi. Iz ovog sistema potrebno je odrediti pomeranja i
obrtanja ¢vorova. Da bi to bilo moguce potrebno je definisati konturne uslove, §to znaci da u
vektoru pomeranja q* uvek postoji jedan broj poznatih komponenata, kojima se definiu uslovi
oslanjanja. Na taj nac¢in ukupan broj nepoznatih pomeranja i obrtanja se smanjuje za broj
spreCenih pomeranja i obrtanja oslonaca.
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Ako se slobodna pomeranja i obrtanja ¢vorova koja su nepoznata grupisu i prikazu kao kompo-
nente vektora qj a poznata pomeranja i obrtanja oslonackih ¢vorova kao komponente vektora
q; tako da je

q = (6.119)

Tada sistem jednacina moze da se prikaze:

K5 K qas S§
_ (6.120)
Kos Koo qQ@ S
Odnosno da se razdvoji na dva sistema:
ke 5, (6.121)
Kos'qs+Koo'qo:So
Iz prvog sistema neposredno se dobija:
q; =K' (S; - K, qp) (6.122)
A potom iz drugog, vodeéi racuna da je:
S;=R;+Q, (6.123)
Reakcije oslonaca:
R, = Kiqs + K, - q, — Qg (6.124)

Homogeni konturni uslovi
U slucaju homogenih konturnih uslova komponente vektora q} su jednake nuli. Tada se dobija

a; =K, 'S;
R, =K q; — Q;

o

(6.125)

Nehomogeni konturni uslovi - uticaji pomeranja oslonaca

U slucaju nehomogenih konturnih uslova bar jedna od komponenti vektora q, je razli¢ita od
nule.

Odredivanje vektora sila ma krajevima Stapa

Kada su poznata pomeranja svih ¢vorova vektor sila na krajevima Stapa j u lokalnom koordi-
natnom sistemu odreduje se iz jednacine Stapa

R/ = kiq¥ — QJ (6.126)

6.6.2 Formiranje marice krutosti sistema postupkom kodnih brojeva

Ako se jednagine ispiSu za sve ¢vorove sistema tako da indeksi i i k& uzmu oznake odgovarajuéih
¢vorova dobija se sistem jednacina. Postupak kodnih brojeva zasniva se na tome da se u ma-
tricama krutosti Stapova ¢vorne matrice krutosti kodiraju prema unapred usvojenim kodnim
brojevima koji su dodeljeni ¢vorovima nosaca. Postupak:

e vr§i se numeracija ¢vorova nosaca brojevima 1 do k
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numeracija Stapova nosaca brojevima 1 do N
usvaja se lokalni koordinatni sistem za svaki pojedini Stap
usvajaju se generalisana pomeranja za svaki ¢vor

formiraju se matrice krutosti u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu i vrsi se
numerisanje vrsta i kolona matrica Stapova prema usvojenim generalisanim pomeranjima
za svaki ¢vor.

formira se kvadratna nula matrica reda n, gde je n ukupan broj stepeni slobode sistema.

u prethodno formiranu matricu se unose elementi matrica krutosti pojedinih stapova na
pozicije koje odgovaraju njihovim oznakama, odnodno indeksima u globalnom koordinat-
nom sistemu. Kada se pri tome na istoj poziciji nadu elementi dva ili viSe Stapova oni se
sabiraju.
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6.6.3 Zadatak

Za nosac¢ na skici izracunati i nacrtati dijagrame presecnih sila. Dimenzije poprecnih preseka
Stapova su prikazane na skici. Modul elasti¢nosti je E = 3 - 107 kN/m?

10 kN/m -

/[ <

. MJ_V R
0.3/0.6

<

O
6.0

3

Nepoznata generalisana pomeranja: 1, 2, 3

STAP i k [[m] F[m?] I[m? a sin cos
1 2 1 6.0 0.18 0.0054 0 0 1
2 1 3 6.0 0.18 0.0054 270 -1 0
3 1 4 5.0 0.18 0.0054 53.13 0.8 0.6
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Matrice krutosti stapova u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu

Stap 1
Ad 22
6\ 4 35N\
1—— — >
2 1

6.0

4 5 6 1 2 3
900000 0 0 —900000 0 0 4
0 9000 27000 0 —9000 27000 | 5
K =K, =K} = 0 27000 108000 0 —27000 54000 | 6
—900000 0 0 900000 0 0 1
0 —-9000 —27000 0 9000 —27000( 2
0 27000 54000 0 —27000 108000 ( 3
Stap 2
A2 1
3TN 10
—
1 3%
. 6.0 .

Matrica krutosti stapa u lokalnom koordinatnom sistemu

_ 900000 0 0 —900000 0 _
0 2250 13500 0 —2250
K, = 0 13500 81000 0 —13500
—900000 0 0 900000 0
I 0 —2250 —13500 0 2250 |
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Matrica transformacije

0 1 0 0
1 0 0 0
Ty——[0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 01
)
2250
K, =KyTy = | 13500
0
| —2250

—900000

0

0

900000

0

0

13500

81000

0

—13500

0

—2250

—13500

0

2250

Matrica krutosti stapa u globalnom koordinatnom sistemu

2250

K =TIK, =
13500

—2250

110

0

900000

0

0

—900000

13500

0

81000

—13500

0

10

—2250

0

—13500

2250

0

900000

0

0

—900000

0

11

0

—900000

0

0

900000

10

11
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Stap 3
2 A8
T_; 99/\_,]
% 1 4

5.0

Matrica krutosti Stapa u lokalnom koordinatnom sistemu

1080000

0

—1080000

Matrica transformacije

H
w
I
o
o

0 0
0 0
K3 = K3T3 =

0 —1080000
3888 0
0 1080000
—3888 0
19440 0
0 0 O-
0 0 0
06 08 0
-0.8 06 0
0 0 1_
648000 864000
—3110.40  2332.80
—648000 —864000
3110.40 —2332.80
—15552 11664

0

—3888

0

3888

—19440

—648000

3110.40

648000

—3110.40

15552

19440

—19440

97200

—864000
—2332.80
864000
2332.80

—11664

19440

—19440

97200
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Matrica krutosti Stapa u globalnom koordinatnom sistemu

391288.32  516533.76  —391288.32
516533.76  692599.68 —516533.76
Kj = TiK; =
—391288.32 —516533.76  391288.32

—516533.76 —692599.68  516533.76

—15552 11664 15552

Podmatrica matrice krutosti sistema

1 2 3

1293538.32  516533.76 13500 | 1
K, =

Ss

516533.76  1601599.68 —27000| 2

13500 —27000 189000 | 3

Vektori ekvivalentnog opterecenja

Vektori ekvivalentnog optere¢enja po Stapu

Stap 1
A’ A2
65T\ A 3TN |
11—  —
10 kN/m
VR
L 6.0 Y
p12ip/'\ /\plzi
= =30 =30
12 12 .
reakcije oslonaca
tLpi=30 FLoi=30
2P 2P
Q=301 £TN\Q=30
vektor ekvivalentnog
opterecenja
Q=50 Q,=30
v v
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—516533.76

—692599.68

516533.76

692599.68

—11664

—15552
11664
15552

—11664

97200

-30

—-30

—-30
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Ukupni vektor ekvivalentnog opterecenja za nepoznata generalisana pomeranja po Stapovima

0 1
130 | 3

Ukupni vektor ekvivalentnog opterecenja za nepoznata generalisana pomeranja po ¢vorovima

01
p* — |—50| 2
0|3

St =Q: +P*=|-80] 2

30 | 3

Nepoznata generalisana pomeranja

K -5 =S5

1.994618 -107° | 1

* *— * _ . =5
qf =K 1, S* = | —5.386076 - 10 2

| 1.496110-107* | 3

Sile na krajevima Stapa

R =K, q - Q
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Stap 1
0 4 0 —17.951
0 5 -30 34.524
0 6 -30 39.533
R, = K, - =
1.994618 - 1075 | 1 0 17.951
—5.386076 - 107°| 2 -30 25.475
1.496110-107% | 3 30 —12.388
Stap 2
1.994618-107° | 1 48474 | 1
—5.386076 - 107°| 2 2.064 | 2
Ry, = K,| 1.496110-107* | 3 | 12.388 | 3
0 10 —48.474| 10
0 11 —2.065 | 11
Stap 3
1.994618 - 1075 | 1 —33.611| 1
—5.386076 - 107°| 2 —0.188 | 2
R; = K; 0 7 —| 33611 |7
0 8 0.188 | 8
0 9 —0.938 | 9
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Dijagrami presecnih sila

0.938
39.533
12.388
|
12.388
1
M [kNm]
0.188
34.524
®
| o
25.475
T [kN] ®|2.064
\
33'6\
1 17.951
S
N [kN] <
¥

115



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

6.7 ResSetkasti nosaci

Sastoje se od prostih Stapova koji su zglavkasto vezani u é¢vorovima. Svaki ¢vor ima 2 stepena
slobode pomeranja, komponente pomeranja w i v u pravcu osa globalnog koordinatnog sistema
XiY.

% 2Ry 203.Rs
q3R3 95.R;
> >

Oi2.R12 Oio.Rio

011, R
>

Figure 1.72

Ukupan broj pomeranja ¢vorova N jednak je dvostrukom broju ¢vorova, N = 2k. Od ukupnog
broja pomeranja, z, pomeranja se mogu odrediti iz uslova kompatibilnosti pomeranja oslonaca.
Nosac¢ na skici:

e Broj ¢vorova k =6
e Broj oslonaca z, = 3
e Broj stepeni slobode pomeranja N = 2k = 12

e Broj nepoznatih pomeranjan =N —z,=12—-3 =9

lokalni koordinatni sistem globalni koordinatni sistem
/ Tq;l’ R:

03 Rs

R,

Figure 1.73

Element resetke je prost stap koji ima 2 stepena slobode pomeranja u lokalnom koordinatnom
sistemu, odnosno ¢etiri stepena slobode pomeranja u globalnom koordinatnom sistemu.
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Vektor sila R , pomeranja q i ekvivalentnog optereé¢enja Q prostog Stapa u lokalnom koordi-
natnom sistemu su slededi:

R = q= Q= (6.127)

kK= —— (6.128)

Gde je E modul elasti¢nosti, F' povrsina poprecnog preseka, a L duzina Stapa.
Vektor pomeranja q*, vektor sila R* i vektor ekvivalnetnog optereenja Q* prostog Stapa u
globalnom koordinatnom sistemu su sledecéi:

qar Ry Q7
@ R Q3
s R Q3

| 4 | Ri | Q1 |

Matrice transformacije T i T7 definisu preslikavanje vektora sila, tj. pomeranja iz lokalnog u
globalni koordinatni sistem i obrnuto:

q=T - q* R=T R* Q=T -Q°

6.130
q*:TT_q* R*:TTR* Q*:TTQ* ( )
Matrica transformacije za prost Stap je reda 2x4:
cosa Ssina 0 0
T = (6.131)
0 0 cosa sina
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6.8 Kontinualni nosaci

Kontinualni nosaci su specijalan sluc¢aj ortogonalnih nosaca. Ose svih §tapova su horizontalne i
leze duz jednog pravca. Nepoznate veli¢ine kod kontinualnih nosaca sa nepomerljivim osloncima
su obrtanja oslonackih ¢évorova.

. o 0s R . 7. R7 o s R - Je.R% Oho. Rio

s e% e e Oduig % v e O2Ro % . o« U3 R3 % . .
1 0a.R4 az Ry az.Ry 0z Ry 0a. R4
%, Ly . L . Ls . Ls .

Figure 1.74

ma

Kontinualni nosa¢ na skici se sastoji od 4 stapa od koji su stapovi 1 , 2, 3 Stapovi tipa k dok
je Stap 4 tipa g. Od mogué¢ih 9 pomeranja nepoznata su samo obrtanja u ¢vorovima 1, 2 i 3:
a1, 9, q5-

Matrice krutosti Stapova su jednake matricama krutosti izlozenih savijanju.

Stap tipa k
q. Ry s Rs [ 12EI  6EI 12E1  6EI
P2 Rg% Qs R;% 3 2 I3 12
6EI  AEI 6EI 2EI
! k K=| L L L (6.132)
12EI  6EI 12EI 6ET
Figure 1.75 3 2 I3 2
6EI  2EI 6EI AEI
] L L2 L L2 L
Stap tipa g
4.R QR [ 3EI 3EI  3EI |
s R2 LNy 313 .3 .2 3
p% T K_ | 3EI 3EI  3EI (6.133)
: o L2 L L2
3EI 3FEI 3EI
L3 L2 I3
Figure 1.76
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6.9 Ortogonalni nosaci

takvih nosaca uticaj normalnih sila na deformaciju se moze zanemariti bez veéeg uticaja na sile
u presecima nosaca.
Zanemarenje uticaja normalnih sila u matri¢noj analizi:

e Smanjuje broj nepoznatih komponenata pomeranja nosaca
e Redukuje matrice krutosti stapova
e Pravilnim izborom lokalnih osa izbegava se transformacija vektora sila i pomeranja.

Ako se uticaj normalnih sila na deformaciju zanemari pomeranja krajeva Stapa medusobno su
jednaka, tj. pomeranja svih ¢vorova nosaca u pravcu jednog poteza Stapova medusobno su
jednaka. Na slici 77 je prikazan nacin obelezavanja generalisanih sila i pomeranja za slucaj
ortogonalnih nosaca.

) AQI& Ris ) AQI4, R4
q1.R; 02.R>
P/-\ P/-\
Pa—— —
Jo.Ryg Jo.Ryg
R UERSE ) Gha.R14
da 31>/ s Ry
P P—
Cro. R0 Cho.R1o
‘R Gi3.Ri ) Oha.R14
ds e Us.Rs
P —>
Ohi1.R11 Oh1.R11
‘R Gia.Ri ) O14.R 14
a7 7{ 0sR5
Pa— P
02 R 12 012.R12
. ths.R13 Oha.R14
th7.R17 Ois.Ris R
P/% ] J16.R16
" Vecccccd
Ois.R1s

Figure 1.77
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Matrice krutosti:

Stap tipa k
q. Ry 0z R3
dz. Rg% 42 Ri/A‘\
i k
Figure 1.78
[ 12EI  6EI 12E1 6EI |
L3 2 I3 L2
6ET AET 6EI 2EI
K=| I L L L (6.134)
12E1  6EI 12EI 6ET
L3 L2 3 L2
65T 2FT 6EI  4EI
L2 L L2 L
Stap tipa g
q1.Ry qs.R3
- O
I 9
Figure 1.79
[ 3EI  3EI 3ET |
L3 2 L3
L2 L L2
3EI  3EI 3EI
- 3

Matrice krutosti Stapova kod kojih se uticaj normalnih sila zanemaruje su matrice krutosti
Stapova izlozenih savijanju. Njihov red je za dva nizi od reda matrica krutosti odgovarajuéih
stapova kod kojih se N sile ne zanemaruju.

Da bi izbegli transformaciju lokalni koordinatni sistem treba postaviti tako da prvi ¢vor bude:

e Levi ¢vor kod horizontalnih Stapova
e Gornji ¢vor kod vertikalnih Stapova

Izborom levog ¢vora Stapa za koordinatni pocetak horizontalnih Stapova dobija se da je lokalna
x osa paralelna globalnoj X osi tako da je matrica transformacije jedini¢na matrica. Ako se kod
vertikalnih Stapova gornji ¢vor izabere za prvi tada se pravac pozitivnog pomeranja u pravcu
lokalne gy ose poklapa sa pravcem pozitivnog pomeranja globalne X ose pa transformacija nije
potrebna.
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6.9.1 Zadatak

Za nosac na skici izracunati i nacrtati dijagrame presecnih sila ukoliko se uticaj normalnih sila
na deformaciju zanemaruje. Dimenzije poprecnih preseka Stapova su prikazane na skici. Modul

elasti¢nosti je £ = 3-107 kN/m?

pr7772774 N
<
s 2
20 kN/m s v
/
100 kN
- 0.4/1.0 i
(=]
%
8.0 .
Izbor generalisanih pomeranja ¢vorova nosaca
e
Y4 751N\
| _|>6

Nepoznata generalisana pomeranja: 1, 3, 5

STAP i k [[m] F[m? I[m*] e sin «v Ccos «
1 1 2 8.0 0.4 0.0333 0 0 1
2 1 4 4.0 0.16 0.002133 270 -1 0
3 3 2 4.0 0.16 0.002133 270 -1 0
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Matrice krutosti stapova u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu

gtap 1
22 24
35N 571N
1—— —
1 2

8.0 5

3
S

Matrica krutosti Stapa u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu

23437.50 93750  —23437.50 93750 | 2
K =K; =K} = 93750 500000 —93750 250000 | 3

—23437.50 —93750  23437.50 —93750| 4

93750 250000 —93750 500000 | 5

Matrica krutosti Stapa u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu

1 3 8
3000 12000 —3000 | 1

12000 48000 —12000| 3

| —3000 —12000 3000 | 8
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4
557

2&1 A
7777

Matrica krutosti Stapa u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu

12000 24000 —12000 24000 | 6
K3:K3:K§: 24000 64000 —24000 32000 | 7

—12000 —24000 12000 —24000( 1

24000 32000 —24000 64000 | 5

Podmatrica matrice krutosti sistema

1 3 5
15000 12000 —24000( 1

12000 548000 250000 | 3

| —24000 250000 564000 | 5

123



STATIKA KONSTRUKCIJA 2

Vektori ekvivalentnog opterecenja

Vektori ekvivalentnog optere¢enja po Stapu

Stap 1
A2 IS
11— —
20 kN/m
VIR
L 8.0 L
I I
p—:loggfg]\ 7R 20666
12 12 ..
a reakcije oslonaca
$ Loi=s0 $Loi=s0
2P 2P
Q.,=106.66 Q.=106.66
50N\
vektor ekvivalentnog
opterecenja
Q,=80 Q=80
\ \

Ukupni vektor ekvivalentnog optereéenja za nepoznata generalisana pomeranja po Stapovima

Q: = | —106.66

| 106.66 |

Ukupni vektor ekvivalentnog optere¢enja za nepoznata generalisana pomeranja po ¢vorovima

100 1
pP=|40| 3
L 0] 5
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Ukupan vektori ekvivalentnog optere¢enja podsistema

—66.66

| 106.66 |

100 1

Nepoznata generalisana pomeranja

K:s ’ q: = S:

* *—1 *
q; = Kss : Ss =

Sile na krajevima Stapa

R; = K;
Stap 1

R, =K,
Stap 2

Ry = Ko
Stap 3

R; = K3

q; —Q;

0

0

8.6956

8.6237

0

8.62375

—7.0719-10~*

-1074

—7.07197 - 1074

8.6956 -

8.62375- 1073

—7.0719- 1074

| 8.6956 - 107 |

21073 | 1

—106.66

—80

—80

106.66

17.385

69.539

21073 1

1074

—82.615

—179.143

—151.317

| —17.385

82.615 1

95.222

—29.538

64.779

151.316
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Dijagrami presecnih sila

179.143
40 A
69.539
29.538
151.316
M [kNm]
© |82.615
95.222
®
e
40 64.779
17.385
T [kN]
()
~
™~
ﬂ'.
el
-100 -82.615
N
N
N
v
= N [kN]
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6.10 Simetri¢ni nosaci

U poglavlju 5 su opisani simetri¢ni nosac¢i. To su nosaci ¢iji su elementi simetri¢no rasporedeni
u odnosu na jednu ili vise osa simetrije. Tu karakteristiku ¢emo iskoristiti u matri¢noj anal-
izi na nacin da je moguce smanjiti broj nepoznatih za sluc¢aj simetri¢nih nosaca opterecenih
simetri¢nim opterec¢enjem, uvodeéi novi tip Stapa koji se naziva Stap tipa s.

q.R, AquRz P i P q,R, AqS'RS q.R, qu,Rz P
AT q.R, j} ! j} ™ .R, TN .R, j}
— , e —
i : i i s
|
|
|
|
|
|
:
|
Ve ! 7777777 777777
a) b)
Figure 1.80

Na slici 80a je prikazan simetrican nosa¢ koji je opterec¢en simetri¢nim optere¢enjem. Polovl-
jenjem Stapa i dobija se stap is (slika 80b) kome se dodaje odgovarajuéi oslonac u évoru s,
saglasno pravilima koje smo spomenuli u poglavlju 5. Dobijeni $tap ima 4 nepoznata pomeranja,
tri komponente pomeranja u ¢voru ¢ i vertikalno pomeranje oslonca u ¢voru s na osi simetrije.
Vertikalno pomeranje u osi nije neophodno za odredivanje sila u $tapu 7’ posto se one mogu
dobiti iz pomeranja krajeva tog stapa, tako da vektor sila R i vektor pomeranja q Stapa tipa s
sadrze samo komponente pomeranja tj.sila u ¢voru i:

Ry q
R3 q3

Matrica krutosti Stapa tipa s dobija se kada u vezu izmedu sila i pomeranja Stapa tipa k koga
polovi osa simetrije unesemo veze koje vaze izmedu pomeranja u ¢vorovima i i 4’ pri simetriécnom
optereéenju.

Stap tipa k
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quRz q5‘R5 q2’R2 q ’R
%R, ©F R, 9.R, R N
Q. Rll J] a..R, a..R, l J]unl
<—
i k [ k
72 L 74 72 L "3
R R
q3R3 0,.R; P q.R. 4,.R, P
9.R, | 9.R, |
4|/ Ls 4|, 4,, Ls 4|,
Figure 1.81

Matrica krutosti Stapa tipa s dobija se tako $to se eliminiSu sile i pomeranja u ¢voru 7’.

q1 q1
q2 q2
q3 q3
q= _ (6.137)
q4 —q1
g5 q2
q6 —q3

Veza izmedu vektora sila i vektora pomeranja R = kq za Stap tipa k izlozen simetri¢noj defor-
maciji glasi:

R EF 0 0 EF 0 0
1 7 I q1
12E171 6E1 12EI 6FEI
fz ™ oz Y T a2
6FE1 4FT 6E1 2E1
R 0 — = 0 @ —— ==
= L? L L? L o (6.138)
R EF 0 0 EF 0 0
4 L 3 q1
12E1 6E1 12E171 6E1
Rs 0 N T2 0 I3 T2 92
6F1 2F1 6E1 4F1
R T - R A - R A B

Ako vektor sila u ¢voru ¢ izrazimo preko vektora pomeranja u tom ¢voru, tj. ako pomnozimo
gornji deo matrice krutosti vektorom pomeranja i iz proizvoda izvuc¢emo komponente pomeranja
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u ¢voru ¢, dobice se veza izmedu vektora sila i vektora pomeranja u ¢voru % u slede¢em obliku:

Ry 27 0 0 Q1
Ry | = 0 0 0 ¢ (6.139)
EI
R 0 0 2—
R L L%

Matrica koja daje vezu izmedu vektora sila i vektora pomeranja predstavlja matricu krutosti
Stapa tipa s:

EF EF
2720 0 0 0
L L,
K, = 0 0 0 =l 0 0 o0 (6.140)
EI EI
0 0 2— 0 0 —
i L1 L L |

U gornjoj jednacini L je duzina Stapa 7’ dok je Ly duZina Stapa tipa s.
Vektor ekvivalentnog optereéenja Stapa:

Q1
Q=-Q-| 0 (6.141)

Qs
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6.10.1 Zadatak

Za nosac¢ na skici izracunati i nacrtati dijagrame presecnih sila. Dimenzije poprecnih preseka
Stapova su prikazane na skici. Modul elasti¢nosti je E = 3 - 107 kN/m?

100 kN 100 kN 100 kN
10 kN/m

30 kN J; N {|7/\L/_\L {|7 30 kN

0.4/1.0

4.0

3
*
| :
S

*

Simetrican nosac - simetri¢no opterec¢enje

50 kN

100 kN
10 kN/m

Izbor generalisanih pomeranja ¢vorova nosaca

Nepoznata generalisana pomeranja: 1, 2, 3
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STAP i k I[[m] F[m?] Im4 e sin « cos &
1 2 1 5.657 0.24 0.0072 45 0.707 0.707
2 1 4 4.0 0.40 0.033 0 1
3 1 3 5.657 0.16 0.002133 315 —0.707  0.707

Matrice krutosti Stapova u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu

Stap 1
Ad 22
52\ 4 351N
1—— —
2 1
. 5.657 .

Matrica krutosti stapa u lokalnom koordinatnom sistemu

1272759.41 0 0
0 14317.81 40497.91
0 40497.91  152731.13
K, =
—1272759.41 0 0
0 —14317.81 —40497.91
0 40497.91 76365.56

Matrica transformacije

0.707 0.707 0 0 0 0
—0.707 0.707 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
T, =
0 0 0 0707 0707 0
0 0 0 —0.707 0.707 0
0 0 0 0 0 1

—1272759.41

0

0

1272759.41

0

0

0

—14317.81

—40497.91

0

14317.81

—40497.91

40497.91

76365.56

—40497.91

152731.13
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899840.91  899840.91 0 —899840.91 —899840.91 0
—10122.69 10122.69 40497.91 10122.69 —10122.69  40497.91
R —28632.02 28632.02  152731.13  28632.02 —28632.02  76365.57
K=K T, =
—899840.91 —899840.91 0 899840.91  899840.91 0
10122.69 —10122.69 —40497.91 —10122.69 10122.69  —40497.91
—28632.02 28632.02 76365.57 28632.02 —28632.02 152731.13
Matrica krutosti Stapa u globalnom koordinatnom sistemu
4 5 6 1 2 3
643344.26 629030.78  —28632.02 —643344.26 —629030.78 —28632.02| 4
629030.78 643344.26 28632.02  —629030.78 —643344.26  28632.02 | 5
K} = | —28632.02 28632.02 152731.13 28632.02 —28632.02  76365.57 | 6
—643344.26 —629030.78  28632.02 643344.26 629030.78 28632.02 | 1
—629030.78 —643344.26 —28632.02  629030.78 643344.26  —28632.02| 2
—28632.02 28632.02 76365.57 28632.02 —28632.02  152731.13 | 3
Stap 2
A2
3TN
1——-
1 4
4.0

3

Matrica krutosti Stapa u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu
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Stap 3
2 8
L. |,
%1 3 74;7
. 5.657 .

Matrica krutosti Stapa u lokalnom koordinatnom sistemu

848506.28  —848506.28

K3 =
—848506.28  848506.28

Matrica transformacije

0.707 —-0.707 0 0
Ts =
0 0 0.707 —-0.707
. 599893.94 —599893.94 —599893.94 599893.94
K3 =K3T3; =

—599893.94  599893.94  599893.94 —599893.94

Matrica krutosti stapa u globalnom koordinatnom sistemu

424125.01  —424125.01 —424125.01 424125.01 | 1
K; :Tgﬁg — | —424125.01  424125.01 424125.01  —424125.01| 2

—424125.01  424125.01 424125.01  —424125.01| 7

424125.01  —424125.01 —424125.01 424125.01 | 8

Podmatrica matrice krutosti sistema

1 2 3
4067469.27  204905.77  28632.02 | 1

204905.77 1067469.27 —28632.02| 2

| 28632.02 —28632.02  402731.13 | 3
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Vektori ekvivalentnog opterecenja

Vektori ekvivalentnog optere¢enja po Stapu

Stap 2
A2 A
—_—_— . ___
100 kN
| 10 kKN/m
. 8.0 Y
I p()
N 1"—2 +I#2)=53.33+100=153.33
————— ‘E reakcije oslonaca
A
| T -
§p1+ 7 40+50=90
————— ‘E vektor ekvivalentnog
opterecenja
Q=90
v

Ukupni vektor ekvivalentnog optereéenja za nepoznata generalisana pomeranja po Stapovima

0 1
|—153.33] 3

Ukupni vektor ekvivalentnog optere¢enja za nepoznata generalisana pomeranja po ¢vorovima

30 |1
P — |—100] 2
L0 |3
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Ukupan vektori ekvivalentnog optere¢enja podsistema

30 1
S =Q:+P*=| —190 | 2
| —153.33] 3

Nepoznata generalisana pomeranja

K- qs = S;

q: :K*—l S* —

Sile na krajevima Stapa

R, =K;-
Stap 1
R, =K,

Stap 2

R, = K,

q; — Qi

0
1.985537 - 10~°

—1.924194 - 10~

—3.958253 - 10~*

1.985537 - 107°

—1.924194 - 104

| —3.958253 - 107

1.985537-107° | 1

| —3.958253 -

—1.924194 - 10~ 4| 2

107%| 3

155.28

—13.88

—24.15

—155.28

13.88

—54.38

-90

| —153.33]

99.57

90

54.38]
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Stap 3
1.985537-107° | 1
—1.924194 - 10~ %| 2 12734 | 1
0 7 —127.34| 7
0 8

Dijagrami presecnih sila

54.38 54.38

M [kNm]
24.15 24.15

-59.57

136



Literatura

Bréié¢ Stanko, Tehnicka mehanika I, Akademska misao, 2012
Brci¢ Vlatko, Otpornost materijala, Gradevinska knjiga, Beograd, 1989
Duri¢ Milan, Statika konstrukcija, Gradevinska knjiga, Beograd, 1979

Duri¢ Milan, Nikoli¢ Dragoljub, Statika konstrukcija - Uticaj pokretnog optere¢enja, Naucna
knjiga, Beograd, 1983

Petronijevi¢ Mira, Teorija konstrukcija 1, Akademska misao, Beograd, 2019

Petronijevi¢ Mira, Danilovi¢ Nefovska Marija, Statika konstrukcija II - Zbirka zadataka sa
izvodima iz teorije, Gradevinski fakultet, Beograd, 2009

Sekulovi¢ Miodrag, Teorija linijskih nosaca, Gradevinska knjiga, Beograd, 2005

Sekulovi¢ Miodrag, Matricna analiza konstrukcija, Gradevinska knjiga, Beograd, 1991



