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Rezime: U radu se daje nastavak prethodno zapocete geometrijski nelinearne analize.
Prilikom analize velikih pomjeranja plitkih Ilukova, za odredene geometrije i
opterecenja, moze doci do pojave proloma unaprijed (snap-through) i/ili proloma
unazad (snap-back). S obzirom da tokom prolaska kroz ove kompleksne ravnotezne
putanje konstrukcija dostize granicne tacke i po opterecenju i po pomjeranjima, klasicne
sheme rjeSavanja, bazirane samo na kontroli opterecenja ili pomjeranja, nisu
upotrebljive. U cilju opisivanja ovih fenomena, u radu se razmatra primjena arc-length
u analizi ravanskih linijskih nosaca. Koristen je konacni element Bernuli-Ojlerove
grede. Proracun je sproveden prema formulaciji totalnog LangraZijana. Koristeni su
vektor neuravnoteZzenog opterecenja i tangentna matrica krutosti u zatvorenom obliku
Cime je ostvarena usteda racunarskog vremena u dijelu proracuna koji se obicno
sprovodi numerickom integracijom. Posebna paznja je posvecena odredivanju
predznaka pretpostavijenog prirastaja opterecenja na pocetku svakog novog inkrementa.
Predstavljeni pristup je programiran u softverskom paketu Wolfram Mathematica. Na
kraju je dat odgovarajuci numericki primjer u okviru koga je izvrseno poredenje
rezultata dobijenih predstavijenim pristupom sa onima dobijenim komercijalnim
softverskim paketom Abaqus.

Kljuéne rijeli: Arc — length metod, plitki lukovi, Bernuli — Ojlerova greda.
1. UVOD

Nelinearna analiza konstrukcija se pokazuje kao neophodna za proracune odredenih
klasa savremenih konstrukcija. Klasiéne metode za rjeSavanje sistema nelinearnih
jednacina, zasnovane samo na kontroli opterecenja ili pomjeranja, ne mogu opisati
kompletne ravnotezne putanje kroz koje moze proci konstrukcija tokom deformisanja.
Primjer ovakvog ponasanja konstrukcije je dat na slici 1, gdje je prikazana zavisnost
nekog karakteristicnog pomjeranja od nivoa opterecenja. Ovakva ravnoteZna putanja se,
recimo, moze javiti tokom praéenja ugiba sredine plitkog luka prilikom njegovog
prolamanja usljed dejstva vertikalnog optere¢enja. Pojava poveéanja pomjeranja sa
smanjivanjem optereéenja se naziva prolom unaprijed (snap through), dok se smanjenje
pomjeranja pra¢eno smanjenjem opterecenja naziva prolom unazad (snap-back) [3].

Standardni postupci, kao sto je Njutn-Rapsonov metod zasnovan samo na kontroli
opterecenja [1, 2], ¢e adekvatno opisati ponaSanje konstrukcije do tacke A, a potom
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otkazati ili "preskociti" do tacke E [1, 3]. Uzrok ove greske lezi u cCinjenici da
konstrukcija u tacki A gubi stabilnost, tj. dostiZze grani¢nu tacku po opterecenju, te ne
moze da uravnoteZi ni najmanji pozitivan priraStaj optereenja. Numericki posmatrano,
ovaj gubitak ravnoteZe karakteriSe singularitet tangentne matrice krutosti, zbog Cega je u
tacki A nemoguce uspostaviti ravnotezu. Sli¢na situacija je i u tacki D, koja je donja
grani¢na tacka po opterecenju.

A grani¢na taCka
po opterecenju

grani¢na tatka
po pomjeranju

optereéenje

grani¢na tacka
PO pomjeranju

grani¢na tatka
po opterecenju

D

L.
>

pomjeranjc

Slika 1. Tipicna sloZena ravnotezna putanja sa pojavom proloma unaprijed i unazad

Jedan od nacina za prevazilazenje ovih poteskoca jeste primjena kontrole pomjeranja [1].
Ovim postupkom se za odgovarajuce inkrementalno pomjeranje odreduje odgovarajuce
opterecenje, bilo ono vece ili manje od onog iz prethodno iskonvergiranog inkrementa.
Moguéi singularitet tangentne matrice krutosti ne predstavlja veliki problem. Naime,
primjenom inkrementalno-iterativenih procedura se rijetko dostiZe ta¢no grani¢na tacka,
te je dovoljno pronaéi ravnotezu neposredno ispred i iza nje.

Medutim, postupak kontrole pomjeranja otkazuje u tatkama B i C gdje konstrukcija
dostize grani¢ne tacke po pomjeranju. S druge strane, postupkom kontrole opterecenja
mse moze preci preko tacaka B i C.

Jedno od rjeSenja za opisani problem jeste automatsko prebacivanje procedure za
rjeSavanje nelineranih jednadina sa kontrole opterecenja na kontrolu pomjeranja, i
obrnuto. Pokazuje se da takav postupak nije efikasan. Danas je uglavnom u upotrebi arc-
length (duzina luka) metod koji je u stanju da opiSe obe vrste grani¢nih tacaka [1].
Sustina ovog metoda lezi u uvodenju faktora proporcionalnosti opterecenja kao nove
nepoznate, pri ¢emu ovaj faktor moze biti pozitivan ili negativan. Definisanjem
odgovarajuc¢e dodatne jednacine, moze se odrediti tacan prirastaj opterecenja i prevazi¢i
problem koji se javlja prilikom nailaska na obe vrste grani¢nih tacaka.

U radu se ukratko daje izvodenje nelinearnih jednaina ravnoteze te arc-length metod
kao postupak za njihovo resavanje. Na kraju je detaljno analiziran jedan karakteristi¢an
primjer. Rad predstavlja nastavak analize date u [2] i [3]. Odgovarajuci programski kod
je unapreden tako Sto mu je ugradena opcija za rjeSavanje sistema nelinearnih jednacina
ravnoteZe primjenom arc-length metoda.
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2. TEORIJA

Konaéni element Bernuli-Ojlerove grede sa dva ¢vora, Sest generalisanih pomjeranja i
Hermiteovim interpolacionim funkcijama je koriSten za analizu [4]. Geometrijska
nelinearnost je uvedena u skladu sa von Karmanovim pristupom prema kome izraz za
dilataciju u pravcu ose Stapa mozemo pojednostaviti kao

g =u +=v., (D

gdje je u komponenta vektora pomjeranja u pravcu ose Stapa, a v komponenta upravna
na nju. Sabirak u,,” zanemarujemo u skladu sa von Karmanovom teorijom.

Totalna potencijalna energija elasticnog sistema jednaka je zbiru rada spoljadnjih sila i
energije deformacije //=W+U. Energiju deformacije predstavljamo kao integral
proizvoda vektora napona i vektora deformacije po zapremini tijela

U=%I Tch=%jsTDst. )

14 Vv

U jednacini (2), vektori o i & sadrze komponente drugog Piola-Kirhofovog tenzora
napona i Grin-Lagranzovog tenzora deformacije, redom. D je konstitutivna matrica
izvedena prema generalisanom Hukovom zakonu. Sve veli¢ine se mjere u odnosu na
pocetnu, nedeformisanu konfiguraciju, §to zna¢i da smo u okviru pristupa totalnog
Langranzijana. Prema principu o stacionarnoj vrijednosti totalne potencijalne energije,
potreban uslov da bi sistem bio u ravnoteZi jeste da totalna potencijalna energija ima
stacionarnu vrijednost, a dovoljan uslov je da ova energija bude u minimumu.
Primjenom ovog principa, dobijamo jednacine ravnoteZe:

éHza—H5q:0 5q;t0:>a—H=\I'(q):R(q)—F=0, 3)
dq oq

gdje je ¥ vektor rezidualnih (neuravnoteZenih) sila, R vektor unutrasnjih ¢vornih sila a
F vektor spolja$njeg opterecenja, ovdje usvojen kao nezavisan od pomjeranja. Izraz (3)
predstavlja sistem od N nelinearnih jednacdina sa N nepoznatih, gdje N predstavlja broj
nezavisnih generalisanih pomjeranja sistema tj. broj stepeni slobode. Ovaj sistem se
efikasno moze rijesiti sukcesivnom linearizacijom tako $to se opterecenje dijeli u niz
inkremenata pri ¢emu se u okviru svakog inkrementa nepoznata funkcija ¥ razvija u
Tajlorov red. Slijedi da je za primjenu ovog postupka neophodno odrediti gradijent
neuravnotezenih sila

ov

oK, 4
2q T 4)

§to kao rezultat daje tangentnu matricu krutosti.
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Arc-length metod

S obzirom da konstrukcija tokom deformisanja moze naiéi na grani¢ne tatke po
opterecenju ili pomjeranju, neophodno je primijeniti odgovarajucu tehniku za rjeSavanje
sistema (3). Ovdje se daje sazet prikaz linearizovanog arc-length metoda kako je izveden
u [1]. Osnovna ideja metoda je u tom da se kao nova promjenljiva uvede faktor
proporcionalnosti opterecenja A, ¢ime dobijamo sljedeci sistem:

¥(q,4) =R(q,4)-AF =0. (5)

Zbog nove promjenljive, (5) predstavlja sistem od N jednacina sa N+/ nepoznatom te je
neophodno formirati i novu jednacinu. U skladu sa uproséenim linearizovanim arc-
length pristupom, ova jednacina je

Aq,5q = Aq, (5q +026,) =0, (©)
pri Cemu se iterativni faktor optereé¢enja o4 odreduje kao

_—Aq,dq

=2
qué‘qt

(7

gdje je Aq, vektor inkrementalnog prediktorskog pomjeranja, 8q, vektor tangentnih
pomjeranja a o q vektor iterativnih rezidualnih pomjeranja

5q=-K,'¥ 5q, =K, 'F. (8)

t

Aq, se dobija kao razlika trenutnog i posljednjeg iskonvergiranog pomjeranja.

Nakon S$to se odredi novi faktor opterefenja, raunaju se azurirana optereéenja i
provjerava se da li je jednacina (5) zadovoljena. Zbog numeri¢ke prirode procedure,
ravnoteza nikad nije zadovoljena, te se mora uvesti odgovarajudi kriterij konvergencije.
U ovom istrazivanju je usvojen odnos euklidske norme vektora neuravnotezenih sila i
vektora trenutnog spoljasnjeg opterecenja

[¥]/[4F] <. ©)

gdje je o neka mala, unaprijed zadata, vrijednost. Obi¢no se usvaja izmedu 1021 107, u
zavisnosti od posmatranog problema i trazene ta¢nosti. Predstavljeni postupak rjesavanja
se zasniva na prediktor (predictor) - korektor (corrector) tehnici u okviru koje arc-length
iteracije vrSe korekciju predvidenog (prediktorskog) rjesenja definisanog kao

woos M -

Joq/5q,
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gdje je sa Al data inkrementalna duzina luka. Problemu biranja znaka u jednacini (10) je
posveéeno mnogo paznje u literaturi [1].

QOdredivanje predznaka prediktorskog rjeSenja

Uspjeh predstavljene tehnike pracenja ravnotezne putanje sustinski zavisi od izbora
odgovaraju¢eg znaka prediktorskog rjeSenja, odnosno iterativnog faktora opterecenja u
jednacini (10). Tokom posljednje tri decenije predloZeni su mnogi kriteriji koji bi tacno
predvidjeli nastavak kretanja po ravnoteznoj putanji, tj. defnisali znak prediktorskog
rjeSenja tako da se ono ne vraéa nazad po predenoj putanji [1]. Dva najkoriStenija
kriterija su: 1) znak determinante trenutne tangentne matrice krutosti i 2) znak
inkrementalnog prediktorskog rada. Prvi kriterij je veoma zastupljen u komercijalnim
MKE kodovima i odlicno funkcioniSe u odsustvu bifurkacija. Ipak, pri pojavi
bifurkacionih tacaka, ovaj kriterij naj¢esc¢e otkazuje. Problem je u tome §to se znak
determinante Kt mijenja sa prolaskom grani¢ne tacke ili bifurkacione tacke. Prediktor ne
moze razlikovati ove dvije znacajno razlicite tacke, te je necophodno izvrSiti dodatne
proracune. U slucaju nailaska na bifurkacionu tacku, rjeSenje osciluje oko nje. Drugi
kriterij nije ometen bifurkacijama, ali se pokazuje neefikasnim u sluc¢aju pojave proloma
unazad, gdje ¢e predvideni pozitivni nagib krive dovesti do vracanja unazad i povecanja
opterecenja.

Problem sa oba ova kriterija, kako je pojasnjeno u [5], jeste u tome $to se baziraju samo
na podacima koji definiSu trenutnu ravnoteznu tacku, na pocetku inkrementa. S druge
strane, Fangov kriterij [5] uzima u obzir i istoriju, tj. porijeklo ravnotezne putanje. Znak
prediktorskog rjesenja je wusvojen kao =znak unutraSnjeg proizvoda prethodno
iskonvergiranog inkrementalnog pomjeranja Aq, i trenutnog tangentnog rjesenja dq;

sgn(A4,) = sgn(Aq,5q,). (11)

Sustinska prednost ovog kriterija je u Cinjenici da u sebi nosi informaciju o istoriji
trenutne ravnotezne putanje, §to ga ¢ini superiornim u odnosu na ostale.

3. NUMERICKI PRIMJER

Racunarski k6d NEBO (NElinearni Bernuli-Ojler), napisan u programskom paketu
Wolfram Mathematica 1 predstavljen u [3], je unapreden uvodenjem opcije za rjeSavanje
sistema nelineranih jedna¢ina primjenom linearizovanog arc-length metoda. KoriStene
su tangentne matrice krutosti i vektori neuravnoteZenih sila u zatvorenom obliku za Stap
tipa k i Stap tipa g. Takode je ugradena i automatska inkrementacija, tako da program
formira veéi ili manji inkrement opterecenja, zavisno od trenutne ravnotezne putanje [1].
NEBO sada pruza moguénost geometrijski nelinerane staticke analize linijskih nosaca u
ravni koji dostizu obe vrste grani¢nih tackaka.

U cilju provjere predstavljene procedure, detaljno je analiziran plitki kruzni luk staticke
sheme i popre¢nog presjeka kao na slici 2. U pitanju je nastavak analize date u [3], gdje
su ispitani grani¢ni slucajevi primjenljivosti postupka rjeSavanja jednacina samo sa
kontrolom optere¢enja. Varirani su grani¢ni uslovi i 'dubina' luka pri ¢emu je definisana
geometrijska karakteristika luka
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Razmatrana su tri tipa grani¢nih uslova: obostrano slobodno oslonjen luk (0-0),
obostrano ukljeSten (u-u) i luk s jedne strane slobodno oslonjen a s druge ukljesten (o-u).
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Slika 2. Poprecni presjek i staticka shema posmatranog plitkog luka

Dobijeni rezultati su poredeni sa komercijalnim softverskim paketom Abaqus 6.10.
Koristen je element B23 sa dva ¢vora i kubnom interpolacijom [6]. Ovaj element opisuje
ponasanje Bernuli-Ojlerove grede u ravni zanemarujuc¢i efekte smicanja. Brzu
konvergenciju rezultata dobijenih ovim elementom omogucavaju dodatni unutraSnji
¢vorovi.
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Slika 3. Konvergencija momenta i normalne sile 0-o luka za 1=6

Prvo je izvrsen test konvergencije posmatranih veli¢ina. Brzina konvergencije momenta
savijanja i normalne sile 0-o luka za A=6 usljed sile P=600 kN je data na slici 3.
Ocigledno je da rezultati dobijeni elementom B23 konvergiraju znatno brze u odnosu na
one dobijene klasicnim elementom sa dva ¢vora, koriStenim u programu NEBO. Na
osnovu ovog testa usvojena je mreza od 32 konacna elementa za sve analizirane nosace.
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Prilikom analize o-u luka u Abaqusu, doslo je do problema numericke prirode, te je
mreza morala biti redukovana na 16 elemenata.

Prilikom definisanja geometrije nosaca, duzina luka S=7/0.05 m je fiksirana. Razlicite
vrijednosti parametra A su dobijene variranjem ugla @. S obzirom na fiksirano S, strijela
koja odgovara posmatranim A je: f~ 54 [cm].

Intenzitet zadate sile P zavisi od tipa oslanjanja. Tako je o-o luk opterecen sa silom od
600, o-u sa 2000 te u-u luk sa 2500 kN. Prilikom predstavljanja rezultata, intenzitet
opterecenja je normiran.

P/600

P/600
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Slika 4. Ugib sredine o-o luka
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Slika 5. Moment savijanja sredine o-o luka
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Na slikama 4, 5 i 6 se uocava odlicno poklapanje rezultata Abaqus-NEBO za ugib,
moment savijanja i normalnu silu u sredini o-o luka, za Cetiri vrijednosti parametra A.

Slike 7-10 prikazuju poredenje rezultata ugiba i momenta savijanja u sredini «-u i u-o
luka.
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Slika 6. Normalna sila u sredini o-o luka
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Slika 7. Ugib sredine u-u luka
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Diskusija dobijenih rezultata

Predstavljeni primjer je odabran tako da prikaZze neophodnost koristenja arc-length
metoda za proracun lukova specifi¢nih geometrijskih karakteristika, kako je pokazano u
[3]. Lako se uocava granica dubine luka preko koje je neophodno primijeniti arc-length
metod. Ona je A~4, 1=6 1 A=10 za 0-0, u-o 1 u-u luk, redom.

Interesantno je primijetiti da se samo kod o-u luka deSava prolom unazad. Takode, moze
se uociti da kod o0-o luka povecanje parametra A dovodi do povecanja vrijednosti
opterecenja pri kojoj se javlja donja grani¢na tacke po optereé¢enju, dok je kod u-o 1 u-u
luka obrnuto.
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Slika 8. Moment savijanja sredine u-u luka
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Slika 9. Ugib sredine u-o luka
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Slika 10. Moment savijanja u-o luka

Generalno gledano, rezultati Abaqus-NEBO se dobro slazu, pri ¢emu se razlike
povecavaju sa parametrom A. Uzrok tome je svakako povecanje kompleksnosti
ravnoteznih putanja sa povec¢anjem 'dubine' luka. S obzirom da Abaqus i NEBO koriste
razli¢ite konacne elemente, ali ipak zasnovane na istoj teoriji, razlika koja se javlja je
znacajna. Uzrok uocenih razlika moze biti jedan od sljedeéih: a) priroda usvojenih
konacnih elementa je takva da za sloZene ravnotezne putanje daju razliCite rezultate; b)
numericka priroda proracuna koja, kod kompleksnih putanja kao $to je ona na slici 10,
dovodi do toga da i Abaqus i NEBO imaju prilicne teSkoce pri konvergenciji; c)
izostavljanje ¢lana u,,” u programu NEBO.

Predstavljeni primjer je interesantan sa teorijskog stanovista, ali ne toliko i sa prakti¢nog.
Naime, pri ovim nivoima presje¢nih sila realni gradevinski celik ¢e veé plastificirati, te
je u proracun potrebno ukljuciti i efekte materijalne nelinarnosti. Predstavljeni primjer je
odabran tako da se naglasi efekat geometrijske nelinearnosti. Kod realnih savremenih
konstrukcija, geometrijska nelinearnost je manje izraZzena i Cesto djeluje uporedo sa
materijalnom.

4. ZAKLJUCAK

Gradevinske konstrukcija tokom eksploatacije mogu dosti¢i grani¢ne taake po
optereCenju 1/ili pomjeranju. Stoga je prilikom proracuna neophodno primijeniti
procedure koje mogu opisati ovakvo ponasanje.

Predstavljeni pristup rjeSavanja nelinearnih jednacina ravnoteze primjenom arc-length
metoda daje dobre rezultate. Koristeni su vektor neuravnoteZenih sila i tangentna matrica
krutosti u zatvorenom obliku §to znatno pojednostavljuje i ubrzava proceduru. Fangov
kriterij za odredivanje znaka prediktorskog rjeSenja se pokazuje kao neosjetljiv na
bifurkacione tacke, a moZe opisati i prolom unazad, $to ga ¢ini trenutno najboljim
izborom.
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Numeri¢ki primjer pokazuje da opisana procedura sa zadovoljavaju¢om tacnoséu opisuje
geometrijski nelinearno ponaSanje odredenih klasa gradevinskih konstrukcija. U
daljnjem istrazivanju, posebna paZnja ¢e se posvetiti otkrivanju uzroka neslaganja u
rezultatima Abaqus-NEBO za odredene geometrije.
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ANALYSIS OF SNAP BEHAVIOR OF SHALLOW
PLANE ARCHES USING THE ARC-LENGTH METHOD

Summary: This paper gives continuation of geometric nonlinear analysis presented in
former papers. Phenomenons of snap-through and snap-back can occur during
nonlinear analysis of shallow arches, for specific geometries and loadings. Considering
that throughout this complex equilibrium paths structure can reach both loading and
displacement limit points, classical Newton-Raphson schemes based only on loading or
displacement control are no longer applicable. Arc-length method for plane frames is
presented here in order to describe this phenomenons with the usage of classical
Bernoulli-Euler beam element. Calculation is made using the total Langrangian
approach. Vector of unbalanced forces and tangent stiffness matrix are derived in its
closed-form, which significantly saves calculation time usually required for numerical
integration. Special attention is paid to determination of sign of predictor solution at the
beginning of each increment. Presented approach is programmed into Wolfram
Mathematica. Detailed numerical example is given at the end. Comparison of results
obtained with presented approach and the ones from commercial FEM software Abaqus
is given.
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