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Rezime: U radu se daje jedan pristup analizi slobodnih vibracija ojacanih tankozidnih
nosaca. Primijenjen je metod sloZenih traka kod koga se za aproksimaciju pomjeranja u
poduznom pravcu koriste trigonometrijski redovi, a u poprecnom pravcu polinomi. Zbog
svoje poluanalitice prirode, ovaj metod obecava tacnije rezultate za odredene klase
konstrukcija u odnosu na cisto numericke postupke kao Sto je metod konacnih
elemenata. Predstavijeni postupak unapreduje klasicni metod konacnih traka uvodeci
mogucnost modeliranja tankozidnih nosaca sa poduznim i poprecnim ukrucenjima.
Uticaj ukrucenja se uvodi u konacnu traku preko odgovarajucih krutosnih i inercijalnih
karakteristika cime se dobija sloZena traka. Ovakav pristup omogucava efikasan
proracun ojacanih tankozidnih konstrukcija bez potrebe za uvodenjem dodatnih stepeni
slobode koji bi opisivali ponaSanje ukrucenja. Jedino ogranicenje jeste da ukrucenja
moraju biti vitke grede cije se polje pomjeranja moze definisati na osnovu pomjeranja
samo jedne linije. Opisana procedura je programirana u softverskom paketu Wolfram
Mathematica, te je na kraju dat odgovarajuéi numericki primjer. Kroz poredenje sa
komercijalnim programom Abaqus izvrsSena je verifikacija predstavljenog pristupa.

Kljucne rijeci: Slobodne vibracije, ojacani tankozidni nosaci, metod slozenih traka.

1. UVOD

Ojacani tankozidni nosaci se Cesto koriste u savremenim inZenjerskim Konstrukcijama.
Tokom svog radnog vijeka ¢esto su izlozeni dinami¢kom optereéenju, te je dinamicka
analiza ovih konstrukcija od velikog interesa. Da bi se kvalitetno sprovela dinamicka
analiza, prvo je neophodno odrediti osnovne dinamicke karakteristike sistema:
svojstvene frekvencije, oblike i priguSenja. S obzirom na to da analiti¢ko rjeSenje za ove
konstrukcije ne postoji, vremenom su razvijeni mnogi metodi koji se zasnivaju na
diskretizaciji domena: metod konacnih elemenata (MKE), metod kona¢nih traka (MKT),
metod granicnih elemenata itd. MKE je trenutno nesumnjivo najopstiji i najtacniji. Ipak,
poluanaliticki metodi, kao $to je MKT, se mogu pokazati kao znatno prikladniji za
analizu 'dugackih' prizmati¢nih konstrukcija [1]. Nemoguénost modeliranja unutrasnjih
oslonaca i ukru¢enja u okviru MKT je prevazidena uvodenjem metoda sloZenih traka
(MST). Ovaj metod je uspjeSno primijenjen na analizu slobodnih vibracija [2] i
dinamicku analizu [3] ukrucenih ploca. U cilju njegove primjene na ukruéene tankozidne
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konstrukcije, razvijen je pristup za analizu slobodnih vibracija slobodno oslonjenih
ukruéenih tankozidnih nosaca [4]. Ovdje je postupak unapreden uvodenjem razlicitih
grani¢nih uslova koristec¢i funkcije predlozene u [5]. Predstavljeni metod je pogodan za
analizu slobodnih vibracija tankozidnih nosac¢a ukruc¢enih sa poduznim i poprecnim
ukruéenjima (PUU i PPU). MST baziran na Kirchhoff-Love teoriji savijanja tankih ploca
je razvijen i kodiran u softverskom paketu Wolfram Mathematica (WM). Na kraju je dat
detaljan primjer uporedne analize MKE/MST jednog ojac¢anog tankozidnog nosaca.

2. INTERPOLACIONE FUNKCIJE KONACNE TRAKE

Interpolaciona funkcija slobodno oslonjene konacne traka nizeg reda sa dvije ¢vorne
linije (low order strip - LO2 traka), za prvi ¢lan reda, je prikazana na slici 1. Ova traka je
pogodna za analizu prizmati¢nih ljuski [1], medu koje mozemo svrstati i tankozidne
nosace Cija osa je prava linija. LO2 traka ima Cetiri stepena slobode po ¢vornoj liniji i
zasnovana je na Kirchhoff-Love teoriji. Slijedi da se komponente pomjeranja svih tacaka
mogu predstaviti u funkciji pomjeranja tadaka srednje ravni ploce. U skladu sa
navedenim, polje pomjeranja se aproksimira sljede¢im redovima:

Uy(1,9) =S u, () v )=S0 W)=Y wo%e) 1)

m=1

gdje su Y,, bazne funkcije koje se obi¢no uzimaju kao svojstveni oblici oscilovanja
Bernuli-Ojlerove grede - S funkcije [1, 3]. One su dobro poznate i ovdje se izostavljaju.
Medutim, u [5] su predloZene nesto drugacije - B funkcije (tabela 1), gdje je m=1,2,3...
Prednost B funkcija je njihova jednostavnost a S funkcija njihovo jasno fizicko znacenje.
U ovom istraZivanju razmatraju se Cetiri tipa trake: obostrano slobodno oslonjena (O-0O),
obostrano ukljestena (U-U), s jedne strane ukljestena a s druge slobodno oslonjena (U-
0) i s jedne strane ukljestena a s druge slobodna (U-S). Zbog numericke nestabilnosti S
funkcija [6], za sve uslove oslanjanja razli¢ite od O-O, analiza se mora ograniciti na
relativno mali broj Clanova reda ili se mora napraviti izuzetno rigorozan numericki
pristup. Za konvergenciju rjeSenja po MST, kada model sadrzi PPU ili koncentrisana
opterecenja, potreban je znatan broj Clanova reda. Zato su ovdje koriStene B funkcije
koje ne izazivaju numericke probleme na vi§im ¢lanovima reda.

granic¢ni uslovi . 7Y

¢vorne linije j i j+/

Slika 1. Interpolaciona funkcija O-O konacne trake za m=1

| ZBORNIK RADOVA 22 (2013) |



Tabela 1. B funkcije

Grani¢ni uslov Interpolaciona funkcijaY, (y)
U-u sin 22 sin 2
a a
- sin(m+1)”y+(m+ljsinmﬂy
a m a
U-S IO el 2704
a

Funkcija Y,,” je jednaka normiranoj vrijednosti dY,/dy; popre¢ne funkcije u,,(x), v,(x) i
wn(x) se dobijaju kao proizvod polinoma i parametara pomjeranja. U ovom radu su
koriSteni kubni polinomi za aproksimaciju pomjeranja upravno na traku i linearni za
aproksimaciju u ravni trake:

uOm (x) = (1 - é)u/m + éu(_/#])m = quzm 5 vOm (x) = (1 - é)vjm + fv(jJrI)m = NIqu’
w, (x) = (1-3& +28" )w,, +(x-2b& +bE ), + 2)
+ (352 + 253) W(j—#l)m + (_bgz + b§3 ) ¢(j+l)m = N-»l;qwm; § =X / b

Nakon §to je definisano polje pomjeranja, standardnim postupkom se definiSu energija
deformacije i kineticka energiju sistema [1].

3. SLOZENA TRAKA

Plo¢a ukruéena sa PPU i PUU prema MST modelu je prikazana na slici 2.
Kompatibilnost pomjeranja izmedu ukruéenja i ploce je ostvarena duz njihove spojne
linije koja lezi u srednjoj ravni ploce.

UKRUCENI DIO PLOCE SLOZENA TRAKA
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Slika 2. Ploca sa ukrucenjima - sloZena traka
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Slijedi da se polje pomjeranja ukruéenja izvodi iz polja pomjeranja trake. Ovo je jedna
od prednosti MST jer se ne uvode novi stepeni slobode za opisivanje ponasanja
ukrudéenja, za razliku od MKE.

Energija deformacije i kineticka energija ukrucenja se izvode na analogan nacin kao 1
energije trake [3]. Ukrucenje se posmatra kao degenerisana traka i integracija se vrsi
samo duz njegove ose. Na slici 3 su prikazane karakteristike tipicnog pravougaonog
ukruéenja, mjereno u odnosu na spojnu liniju. Taénost pristupa umnogome zavisi od
kvaliteta aproksimacije polja pomjeranja 3D ukruéenja na osnovu pomjeranja samo
jedne spojne linije. Ova aproksimacija je valjana za klasi¢nu vitku 3D Bernuli-Ojlerovu
gredu.

S | Karakteristika ukruéenja mjerena u odnosu na spojnu liniju
N
L e >
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| N
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Slika 3. Krutosne i inercijalne karakteristike tipicnog ukrucenja
Problem svojstvenih vrijednosti

Primjenom Hamiltonovog principa, dobijaju se jednaline kretanja sistema konacénih
traka. Matrice krutosti i masa slijede iz energije deformacije 1 kineticke energije
mehanickog sistema, redom [1]. Posmatrajuci sistem bez optereéenja i prigusenja,
problem slobodnih vibracija se opisuje sistemom homogenih jednacina

(M+2K)q=0 3)

gdje je K matrica krutosti, M matrica masa, q vektor generalisanih parametara
pomjeranja u ¢vornim linijama, a A skalar proporcionalan svojstvenim frekvencijama
sistema. Ovaj sistem jednaCina predstavlja problem svojstvenih vrijednosti ¢ija su
rjeSenja svojstvene frekvencije 1 svojstveni vektori oscilovanja mehanic¢kog sistema [7].

4. NUMERICKI PRIMJER

Na osnovu izlozenog postupka, u WM je napisan racunarski kéd nazvan SVUK
(Slobodne Vibracije Ukru¢enih Konstrukcija). U odnosu na kod predstavljen u [4],
SVUK je unapreden uvodenjem moguénosti za analizu razli¢itih uslova oslanjanja.
Ugradena je opcija biranja izmedu S i B funkcija, pri ¢emu S funkcije obuhvataju i S-S i
O-S grani¢ne uslove. Ovdje predstavljeni rezultati su dobijeni koristenjem isklju¢ivo B
funkcija.

U cilju verifikacije predstavljenog pristupa, analizirana su dva modela ojacane
tankozidne grede Z profila, karakteristika datih na slici 4. Uporedeni su rezultati dobijeni
primjenom programa SVUK i komercijalnog MKE paketa Abaqus. Za analizu je
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koristen STRI3 konac¢ni element, kao jedini u Abaqusovoj biblioteci koji namece
Kirchhoff-Love pretpostavke analiti¢ki [8]. U pitanju je ravni trougaoni element ljuske
sa po Sest stepeni slobode u ¢voru.
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Slika 4. Dva modela ukrucene grede Z profila

Na slikama 5-8 su prikazani i uporedeni dobijeni rezultati za dva tipa oslanjanja: U-U i
U-O. Takode je ispitana konvergencija oba metoda i predstavljena na slikama 9-11.
Oznaka za model sa n traka i m ¢lanova reda u programu SVUK je nTmCR. Mreza koja
je koristena za graficko predstavljanje svojstvenih oblika dobijenih u Abaqusu je znatno
rjeda nego ona sa kojom su dobijene date numericke vrijednosti. Ovo je uradeno jer bi
slika svojstvenog oblika bila nejasna zbog velike gustine konac¢nih elemenata.

Diskusija dobijenih rezultata

Iz predstavljenih rezultata ocigledno je da SVUK i Abaqus daju skoro identicne
svojstvene frekvencije i oblike. Najvecéa relativna razlika se javlja kod modela sa PPU i
to u tre¢em modu, oko 4 %. Kod modela sa PUU, najveca relativna razlika je oko 2.4 %,
na prvom modu. S druge strane, neke frekvencije se razlikuju samo u promilima, recimo
prva dva moda U-U grede sa PPU. Odli¢no poklapanje je svakako posljedica i pazZljivo
odabranog primjera sa vitikim ukruéenjima, gdje efikasnost MST dolazi do izraZaja.
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Poredenjem rezultata za U-O i U-U nosace sa PUU uocavamo da U-U greda ima prvu
frekvenciju za oko 24 % vecu nego U-O greda, dok je za viSe tonove uticaj grani¢nog
uslova dosta manji. Kod U-O grede, dva polutalasa se javljaju tek u ¢etvrtom modu, dok
se za U-U grani¢ne uslove formiraju ve¢ u tre¢em.

Posmatrajuc¢i modele sa PPU, uo¢avamo da su dvije najnize frekvencije U-U grede skoro
30% vise od istih U-O grede, da bi ova razlika skoro nestala u cetvrtom modu. Za razliku
od nosaca sa PUU, ovdje se dva polutalasa kod oba tipa oslanjanja javljaju u cetvrtom
modu. Uticaj popre¢nih ukrucenja je jasno izrazen na modalnim oblicima, izuzev kod
drugog moda za oba tipa ograni¢nih uslova. Naime, drugi mod je ¢isto torzioni te se
presjek rotira kruto.

ABAQUS 56800 KE SVUK 32T37CR

18.51 Hz

30.30 Hz

30.63 Hz

32.35Hz 32.94 Hz

Slika 5. Poredenje prva cetiri moda U-S grede sa poduznim ukrucenjima
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Na slici 9 se vidi da prve dvije frekvencije konvergiraju skoro trenutno, dok za vise
modove treba veci broj ¢lanova reda, i do 71. Primjecuje se da za konvergenciju svih

frekvencija treba skoro isti broj kona¢nih traka, slika 10. Interesantno je da frekvencije

skoro trenutno konvergiraju u odnosu na broj konacnih traka. Uzrok ovome je

duzina je dominantna u odnosu na

¢nog presjeka. Na slici 11 se vidi

iskonvergirali sa oko 10000 kona¢nih elemenata.

3

vjerovatno geometrija odabranog primjera. Naime

dimenzije popre

da su rezultati u Abaqusu

SVUK 32T37CR
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Slika 6. Poredenje prva cetiri moda U-U grede sa poduznim ukruéenjima
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Frekvencije na slikama 5-8 su date za znatno gusce diskretizacije nego $to je potrebno na
osnovu testa kovergencije. Medutim, u cilju preciznog poredenja pristupa MST i MKE,
namjerno su dati rezultati sa neSto veé¢im stepenom tac¢nosti.

Rezultati u Abaqusu brzo konvergiraju, ali zahtijevaju i angazovanje velikog broja
stepeni slobode. Tipi¢an razmatrani model u Abaqusu sa 10000 konac¢nih elemenata ima
oko 5000 ¢vorova $to daje 30000 stepeni slobode. S druge strane, SVUK model je
iskonvergirao ve¢ za 16 traka i 51 ¢lan reda §to Cini svega 16x4x51=3264 stepeni
slobode uklju¢enih u analizu. Slijedi da je MST modelu potrebno skoro deset puta manje
stepeni slobode za dostizanje nivoa tacnosti MKE modela. Naravno, ova analiza je
specificna samo za predstavljeni primjer. Potrebna je jedna opsezna parametarska
analiza za donoSenje generalnih zakljucaka.

ABAQUS 74254 KE SVUK 32T71CR

41.96 Hz 43.77 Hz

46.15 Hz

Slika 7. Poredenje prva cetiri moda U-S grede sa poprecnim ukruéenjima
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Slika 10. Konvergencija sopstvenih frekvencija U-U grede sa PPU za nT51CR - SVUK
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Slika 11. Konvergencija sopstvenih frekvencija U-S grede sa PPU - Abaqus
5. ZAKLJUCAK

Iz predstavljenih rezultati moze se zakljuéiti MST daje uporedive rezultate u analizi
slobodnih vibracija ukruéenih tankozidnih nosaca. Glavne prednosti MST su znacajno
manji broj stepeni slobode ukljucenih u analizu i elegentan nacin modeliranja ukruéenja.
Uvodenje ukruéenja ne zahtijeva definisanje novih stepeni slobode, ve¢ se polje
pomjeranja ukrucenja izvodi iz pomjeranja trake. Nedostak metoda je zanemarivanje
interakcije ukrucenja, $to moze biti vazno za neke specifi¢ne probleme.

Poluanaliti¢ka aproksimacija polja pomjeranja je pogodna za konstrukcije regularne
geometrije, gdje se Cisto numericki metodi pokazuju manje efikasnim. Daljnje
istrazivanje ¢e se bazirati na uvodenju ukruéenja proizvoljne ose i poprecnog presjeka.
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FREE VIBRATION ANALYSIS OF STIFFENED THIN-
WALLED STRUCTURES USING THE COMPOUND
STRIP METHOD

Summary: This paper presents one approach for free vibration analysis of stiffened
thin-walled structures. The compound strip method, which uses trigonometric series in
longitudinal, and polynomials in transverse direction for approximation of displacement
field, is used for analysis. Because of semi-analytical nature of procedure, this method
promises more accurate results than purely numerical methods, such as the finite
element method.

Method improves classic finite strip method via introduction of possibility for modeling
thin-walled structures with longitudinal and transverse stiffeners. Influence of stiffeners
is introduced through their interface lines via appropriately calculated rigidity and
inertial properties. This approach allows efficient calculation of stiffened thin-walled
structures without the need for additional degrees of freedom for description of stiffener
behavior. Only restriction is that stiffener must be slender beam, whose displacement
field can be described through displacement of just one line. Given approach is
programmed in software package Wolfram Mathematica with the appropriate numerical
example given at the end. Presented method is verified through comparison with
commercial finite element package Abaqus.

Keywords: Free vibration, stiffened thin-walled structures, compound strip method.
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