Ponekad se izraz (1b) piSe u obliku u kome se uvodi i komparativna vrednost Ac za
aksijalne stapove sistema [3] :

Ic — Ic Acp¢..—
Elc5—;7!Mde+Z;7!NNdx (le)

Danas oblik (1b) ima prednost pri primeni racunara, jer se jednostavnije uvodi i
mogucnost promene modula elasticnosti za neke elemente konstrukcije i dobijajukrajnje
vrednosti pomeranja koje se traze u praksi. Zbog tradicije oblika izraza (1d) ili (le)
proracuna u nasoj zemlji, oni se ovde detaljnije izlazu.

2.2.1zrazi za pojedina¢ne elementa sistema

a) Redukovane vrednosti integrala
Delovi izraza u sumama izraza od (1a) do (1c) se mogu prikazati na sledeci nacin:
1. Integral proizvoda momentnih povrsina duz 1 elementa

T — j M Mdx (2a)
l

2. Integral proizvoda dijagrama N sila duz 1 elementa

™ = j NNdx (2b)
/

Pored ovih integrala definisaCemo:
3. Redukovani integral M sila duz 1 elementa (obelezen sa ‘prim’ )

100 = ]—[C j M Mdx (3a)
i

4. Redukovani integral N sila duz 1 elementa (obelezen sa “prim’)
Ie ¢, —
' == [ N Ndx (3b)
Ay

Uvodenje pojma redukovane vrednosti integrala treba da smanji obim rada pri prora¢unu
i, verovatno, jasnije se postuje pocetni izraz (10). Prakti¢na strana je vidljiva iz primera
na kraju rada. U dosadasnjoj praksi, ¢eSée, se koriste redukovane duzine elemenata
({'=l-I¢/I) ili redukovane vrednosti momenata savijanja M'= M-Ic/I.

b) Integrall™ za 1 element

Na ovoj slici SL. 1., su obelezene sledece velicine:
e M, (x) - linearna funkcija M,(x) duz elementa
e AM(x) - dopunska (lokalna) promene momenta savijanja.
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Mix) AME)  app o Dk

b)

211 Momenti savijanja duz 1 elementa
a) Moment savijanja Mix)
b)Y Thicajna funkcija M=)

Prema Sl.1, ako se posmatra jedan element statickog sistema, momentna povrsina usled
spoljasnjeg optere¢enja sadrzi deo koji se linearno menja duz elementa M, i lokalnu
promenu koja je skicirana kao paraboli¢na, ali moze da ima i neki od oblika I do IV koji
su dati u Tabeli 1. Pored toga, na skici je crticama naznacen i neki proizvoljni oblik
promene M za koju poznajemo karakteristicnu promenu AM,,,, u sredini elementa. U
tom slucaju trazi se samo priblizna vrednost integrala.

Drugi dijagram se dobija kao momentni dijagram usled dejstva generalisane jedinicne
sile P=1 u pravcu pomeranja koje treba odrediti na statiCkom sistemu.

Pretpostavljamo da se uvek moze napisati:

M=M+AM. “4)

Tada se Integral I za linearnu promenu M duZ 1 elementa primenom postupka
direktne integracije moze napisati u poznatom obliku

l N N
[ = E[Ml(le + M)+ Mo(M, +2M,) | (52)

a integral AI™ za lokalnu promenu AM duz 1 elementa(dopunska vrednost) u slede¢em
obliku.

AL =1 AM(M 1 - p, + M3 - p,) (5b)
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Tabela 1.

Integral /; linearne promene M na elementu

b W
Opt Oblik M I M Mds
|
|
Spoljasno | ag ¥ My rtniﬁ[ Ma(2M, + M)+ M M, +24J)]
p——— | ——s x
Zs M:=0:
T
, Iz M2, + M)
P=1 = T k= Za Fh =0
T 3
M| bz =L b a e 20
1 * ¥e -

Ob]]k ODlereéc!lia ] IH 2 % > E % M ( E;.. generalisanﬂ sila )

— |

e

M

A

Tabela 2. Integral A/ lokalne promene M na elementu

4
Opt Oblik M A a o = [ 404 W
I AM=plf
=const
e ! I
7 3
I
I.._i _.l
| al=loM(¥ q+WH: 0)
il AM=Plzf _
P ucvoru Za M:=0 :
X=al v -;-{.f+,a,: :i-(ha} of=l p.oM M,
al Bl | =
I Zn Fn'ﬂ B )
al=l o, oM. M
I
P ucvoru ; ; =
Rl i 3 af=l g oM (H+H:)
s AM=piis
Trougaono -
podeljenc ‘) e A
&0 &0
b —d®

n




Oblik opterecenjaod I do IV ;

+ | + t_
\\% o CTipli6

Plap

Podaci su u saglasnosti sa podacima u knjizi M.Djurica (Postupak Varescagina)[1] i prema
programu Delta03(Postupak direktne integracije funkcija)[2]

U Tabeli 1. su prikazani osnovni slucajevi spoljasnjeg opterecenja i formule za vrednost
integrala 7/ . Formule su dobijene direktnom integracijom za slugajeve I do IV
opterecenja. Rezultati se potpuno podudaraju sa rezultatima u knjizi M.Durié¢a [3] koji su
dobijeni primenom Veres¢aginovog postupka. Iste formule se mogu naéi u mnogim
knjigama iz Statike konstrukcija, ali se, najée$ée, ne daju gotovi rezultati veé¢ samo
polozaji teziSta momentnih povrSina[11] i [13]. Tada, rad na proracunu integrala,
postaje slozeniji. Ako su sracunate vrednosti za p; i p, za neka druga optereéenja moze
se primeniti, takode, ista formula (5b).

¢) Integrall™za I element

1" =[NNdx=I-N, -N (5¢)
1
Srednja vrednost integrala dobija se unoseci srednje vrednosti za N sile (v. S1.2).

2.3.Ukupna vrednost integrala Elcdza ceo nosaé

Za grede i kombinovane sisteme ukupna vrednost integrala sadrzi ¢lan zbog uticaja
linearne promene M-sila , deo zbog dopunske promene momenata AM i uticaja N sila

Ic — Ic — Ie¢, —

Eles =Y = ( j M, Mdx+ = j AMMdx) +> = j NNdx (6a)
nl I Ji ] Ji n2 A Ji

Tredi ¢lan se Cesto moze zanemariti ako sistem ne sadrzi $tapove koji su samo aksijalno

optereceni.

Izraz (6a) mozZe se saZetije prikazati

(M) , W(N)
E1c5=21:(1, +1M ) 4T (6b)

n2

Racunar moze direktno izvrsiti sumiranje prema ovom izrazu, ali se lako primenjuje i za
rucni proracun §to je prikazano u primeru.
Prema tome, definisana su dva izraza za pomeranja:
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1. za uticaje M sila

Eles™ =3 (1" + )
nl

(7a)
2. za uticaje N sila
(N) _ (N)
Elcs™ = Zzl 1 (7b)

Izrazi(5) ili (6) pogodni su za analiticki definisane slucajeve I-IV koji su potpuno
odredeni.

Medutim, ovi izrazi su primenjivi i za bilo koje promene spoljasnjeg opterecenja, jer se
mozZe sracunati procenjena greska proracuna primenom izraza

_ (AM)
R Elco ®
Elcé

Da bi izraz bio lakSe primenjiv izbor elemenata treba da bude takav da AM ima Sto
manju apsolutnu vrednost $to se jednostavno postize podelom elemenata na dva ili vise
delova.

2.4.Proracun pomeranja za reSetke

Primenjuje se postupak koji je ve¢ opisan za aksijalo optereceni element (pod 2.2) .Na
osnovu izraza (1) i (6b) sledi

EAcé‘zZ%Nﬁ-l )

gde je:
e n -broj Stapova resetke
e N -normalna sila usled spolja§nog opterecenja

e N -normalna sila usled virtualne sile P =1

2.5.Proracun pomeranja za dejstvo temperature

Dejstvo temperature se moze svesti na zamenjujuce sile.
Zamenjujuca normalna sila za 1 Stap je

N, =EA-a-T".

o (10a)
,a zamenjujuéi moment savijanja elementa je
AT
M, =El-a- (10b)
gde je
e o -koeficijent linearnog dilatiranja elementa
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e T’ -srednja temperatura u elementu
AT’ -razlika temperature izmedu donje i gornje povriine popre¢nog
preseka(S1.3).

2.6.Proracun pomeranja usled pomeranja oslonaca

Pomeranja usled pomeranja oslonaca daje izraz

5:—26k *Cp (11)
n3

gde je:
e (- reakcija oslonca k usled dejstva jediniéne sile P =1 u pravcu trazenog

pomeranja
e (, -zadato pomeranje oslonca k
e 13- broj oslonaca sa zadatim pomeranjima.

2.7.Pozitivni znaci za unutrasnje sile

Znaci su u saglasnosti sa konvencijom u Mehanici konstrukcija (v.Darkov[11])
Na S1.4 su prikazani znaci na 1 elementu.

£
A ! J J M
M 4 |
| Vo
7 2 b
7 2
+- I 2

=ld Pozitivit smerowi sila na elementn 1-2

2.8. Principi aproksimacije i superpozicije optereéenja

Na jednostavnom primeru proste grede prikazana je moguénost da se proizvoljno
optereenje pretvori u niz uniformo raspodeljenih zona koje biramo na osnovu

inzenjerskog iskustva (v. S15)
Integral momentne povrsine je

[=1,+A (10b)

pa se greska integracije u konkretnom slu¢aju moze napisati da je

R= abs(}ﬂ) (10b)

/
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Eealno opt.

Pi \ e e

AN 2 3 4

e {1 & Iz ia

—p

Al

=lD Aproksimacia opterecenja na elementu 11 2

Za razmatranu prostu gredu prirastaj Al se uzima samo za dve lokalne parabole na S1.5.
Na S1.6 je prikazana jedna od mogucih superpozicija preko primera raspodeljenog
trapeznog trougaonog optereéenja na elementu, koje se razlaze na dva trougaona
opterecenja.

Pl P2

216 Trapezno raspodeljens opterecenie moze se
podeliti na dva trougacna koja daju iste wednosti
momenata savijanja

Primer postupka I.

Za dati sistem i optereéenje treba odrediti vertikalno pomeranje tacke E. Ovaj primer je
obradivan od strane studenata GFS iz predmeta Otpornost materijala pod rukovodstvom
Prof.dr Z. Bojovica.
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P= 20 ¥Hdim

o
| W 7 | :
A E 4l & ; B i
D w4 -
}(, i T 3|« E .

175
MM, =1224

-

40
Ty e = 10

— 135

TS

56.2/
H P 1350

i ol
//,’—:'/ — P=1
M -,
0.6
-1 L
N

e/

0.25

Sl Primer 1. Dijagrami uticajalv,H) a) Spoljasno
opterecernje bl 3ila P=1

Na ovoj slici prikazan je staticki sistem, opterecenje i dijagrami M i N sila.
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Umesto redukovanih duzina Sapova primenjuju se redukovane vrednosti integrala

Ic —

= [ M Masx

Iy
$to iskljucuje potrebu crtanja skice redukovanih duzina.
ResSenje: Pomeranja trazimo na taj nacin sto prethodno nalazimo redukovane integrale
za pojedinacne elemente , a zatim se formira njihova suma. Primenjuje se formula (5a),
(ili formula iz Tabele 1)za linearnu integraciju i formula(5b) (ili formula iz Tabele 2

za dopunski integral).

Redukovani integrali duz elemenata su:

E12 (BC)

100 = IIC é | Ma(M,+2M,) |= 0.57;60[(—1.4)(0+2-(175)] .............................. =285.83
AI'™ =] AM(M - p,)=0.5-7.0-(+122..5)(~1.4- ) ..................................... =-200.08

El 3 (CE)

[ = IIC é [M1(2M +M )] 0.52—;)[—2.0~(2-(—40)+0)] .................................. =26.66

AI'™ =1 AM(M, - p,) = 0.5-7.0-(+10.0)(—2.o-§) ............................................ =333

El 4 (CD)

100 = [Icé[Ml(zM +M )]_1 O—[06 G RE) EH1)) I =-108

El 1(AB)

'™ = %l NN, =0.0550.25(=56.25).cooocereeeeeeeeeeereeeeeeeeeeeeeee e =-108

El.0p=5.76

Proracun je lakSe obaviti u obliku tabele umesto prikazanog modifikovanog oblika
prema [3].
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3. POSTUPAK TEZINSKIH KOEFICIJENATA

Postupak se primenjuje kada su momenti inercije /=/(x) promenljivi duz nekih elementa
sistema. Primena postupka ce biti prikazana samo za dejstvo momenata savijanja.
Oznake osnovnih veli¢ina primenjenih u postupku prikazane su na SLII.1.

Razmatramo samo 1 element nosaca pa je

dx (11)

MM
5:! El

Ako se u ovom izrazu obelezi

M.
L =—1 (12a)

/ EI

i
K =M, (12b)
gde i oznacava neki ¢vor nosaca 0<=i <=n , tada izraz (11) prelazi u oblik (1) :
5= j K(x)- f(x)-dx (13)
!

lzraz za pomeranje se moZe sracunati za linearnu promenu funkcije fi

8= wif, (132)
0

i za pretpostavljenu lokalnu paraboli¢nu promenu

§,=> wpif, (13b)
0

Tezinski koeficijenti ( Wi,i; Wp,i)su sraCunati za linearnu i paraboli¢nu integraciju i
prikazani u Tabeli IL.1.

Procenjena relatvna greska integracije je

— o -0,
R= abs(T’) (14)

[
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Greska integracije omogucava da se izabere minimalan broj podataka, a da se pri tome
ocuva potpuno tacnost prora¢una. Prednost ovog postupka treba da bude nesumnjiva u

odnosu na klasi¢an pristup.

Ako se integracija odnosi na vise Stapova mogu se kombinovati reSenja prema Postupku
I ili Postupku II da bi se dobio zbir uticaja po svim elementima kao $to je to detaljno

prikazano u prvom postupku.

Tabela Il. 1. TeZinski koeficijenti kao funkcija K(x;)

n i W, (lin. int.) W. (par. int.)
1 0 2K,+K, 3K+K,
1 Kyt2K, 3K, +5K;
2 0 2Ky +K, 3.5Ky*+K;-0.5K,
1 Ky+H4K+K, 3K,+10K,+3K,
2 K+2K, -0.5K+K;+3.5K,
3 0 2K tK, 3.5KytK;
1 Ky+4K,+K, 3Ky+10K,+K5-0.5K;
2 K\+4K,+K5 -0.5KytK +10K,+3K5
3 Ky +2K; K>+3.5K;
4 0 2Ky +K, 3.5Kyt+K;
1 Ky+H4K,+K, 3Ky+10K,+K,
2 K\+4K,+K5 -0.5KytK,+10K,+K5-0.5 K,
3 Ky+4K3+K, K>+10K;5+3 K,
4 K5+2K, K3+3.5K,
n 0 2Ky +K, 3.5Kyt+K;
1 K+H4K+K, 3Ky+10K+K,
2 K +4K,+K5 -0.5Ky+K;+10K,+K5
3 Ky+4K5+K, K+10K5+ K,
1 Kii 4K +Ki K t10K+K;+
n-2 Kn-3+4Kn—2+Kn—l Kn—3+1 OK1_2+Kn_1‘O.5 Kn
n-1 Kn-2+4Kn-1+Kn Kn-2+ 1 0Kn-1+3l<n
n K,1+t2K, K, +t3.5K,
w=C w;h ; C=1/6 —lin.int. ; C=1/12—par. int.

Primer postupka II. Naéi pomeranje u sredini grede prikazane na

S1 IL1.

Raspodeljeno optereenje je promenjivo. Na slici II.1.b su zadate vrednosti momenata
savijanja od M, do My. Treba prikazati procenjenu gresku prorauna sa samo Cetiri

intervala duz grede. Korak integracije je h=1/4.
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Do P P2 Ps Pa
I 21 37 47 57
a) ] | | | |
77 () 1 2 3 Py 4
I=4h
WM
b)
Ml Mz M
K= M,
)
K=05h |K~=h K,
d) : : - J=M, I
o ! - (=1

SLIL 1. a) Greda i opterecenje b) Momenti savijanja c) Uticajna linija d) Funkcija
Fig. 4. a) Beam and 1(? epgdc%;géng moments,
c¢) Influence line, d) Load function.
ReSenje: Pomeranje u sredini grede moZe se naéi primenom prvog ¢lana u Morovoj

formuli(IL.1). Dijagrami savijanja M; izazvani silom P=] mogu se posmatrati kao
uticajni dijagami , odnosno funkcije K(x). Ako seobelezi

— . I . . .
Ki =M, i fz _ Mi ]_c dobija se integral oblika (13), gde su

poznate vrednosti Kjif; l

Vrednosti za K(x) i f{x) su prikazane u Tabeli I1.3 i na SI. 11.2.

Tabela I1.3. Vrednosti funkcija K(x) i f{x).

I, .
i Xi K; ]_L &A]\;[;n Ji
0 0 0 1 0 0
1 2 h 05h 0.5 240 h 1.2h
2 2h h 0.333 2.70 h 0.9 h
3 3h 05h 0.25 2.00 4 0.6 h
4 4 h 0 0.20 0 0
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6 12
Tabela I1.4. Vrednosti integrala Z I i Ilp.

i Wl,i Wp,i ﬁ Wz,ifi Wp,z‘fi
0 0.5h 0.5h 0 0 0
1 |3 3n 6h 1.2h 3.6 720
2 5h 1A 0.94 4.5K 9.94°
3 3h 6h 0.6h 1.84° 3.61°
4 0.5h 0.5h 0 0 0

> 9.94 20.7h°

Proracun integrala se daje u prikazanoj Tabeli 11.4.
Rezultati integracije su sledeci:

I JZWU-fi _29 p_16sn
645 6

h & 20.7
I =—>w - f==—B=172-1
L Y 12

Procenjena greska integracije je
— I -1
—|»7 !

[R|=

I,
, a pomeranje je

100=4.5 (%)

h3

0=172-—

El.

Vidi se da je proracun pomeranja obavljen sa samo Cetiri intervala i da je dobijena

zadovoljavajuca tacnost.

4. ZAKLJUCCI
Analizirajuéi rezultate u gornjem tekstu moze se zakljuciti sledece:

1. Rad na proratunu pomeranja se moze uprostiti ako se integracija momentne
povrsine posebno obavi za linearnu i lokalnu promenu M;

2. Jednostavnije je primeniti gotove rezultate integracije nego primeniti postupak
Verescagina sa primenom poloZaja teziSta tipi¢nih oblika. Pored toga, postupak
je jasniji pri ru¢noj obradi zadataka;

3. Greska proratuna se moze proceniti i na taj nadin smanjiti obim rada, jer je
potreban manji broj podataka za istu tacnost proracuna.

“ | ZBORNIK RADOVA 21 (2012) |



4. Primena podprograma DeltaHOMO3 u okviru programa Construct ELEMENTS
je uspesno moguca .
5. Zaruénu obradu zadataka mogucéa je primena istih formula kao i za racunare;
6. Tabela sa prikazom rezultata ‘mnoZenja povrsina’ treba u praksi da se pokaze
kao jednostavniji i pregledniji oblik za ru¢nu obradu zadataka.
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AN APPLICATION OF MOR’S FORMULA FOR THE
CALCULATION OF DISPLACEMENTS AND IT’S
ACCURACY

Summary: Versions of the calculation for Mohr's integral will be shown as analytic
solution and as numerical one with the estimation of errors. Numerical method is based
on the method of integration of the two product functions which exist, also, in other
technical areas [1] [2]. Here are given an approach which can be used for hand and
computers calculations by using application DeltaHOMO03.

Key words: Mohr's formula, displacement analysis, estimation of errors.




