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SAVIJANJE DEBELIH I UMJERENO DEBELIH
SLOJEVITIH KOMPOZITNIH PLOCA
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Rezime: U radu je dat pregled teorijskih i numerickih modela za proracun uticaja u
presjecima umjereno debelih i debelih slojevitih kompozitnih ploca napregnutih na
savijanje. Slojevite kompozitne ploce se dobijaju kombinacijom slojeva razlicitih
materijalnih i geometrijskih karakteristika pri cemu svaki od slojeva nosi u jednom
unaprijed definisanom pravcu. Primjenom klasicnih jednoslojnih teorija ne mogu se
uspjesno rjesavati problemi ovih ploca zbog cega se primjenjuju savremene teorije ploca
u literaturi poznate kao ,,Layerwise” teorije. Na kraju rada dati su numericki primjeri
primjene “Partial Layerwise teorije”.
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1. UVOD

Ploce su tijela kod kojih je debljina mala veli¢ina u odnosu na ostale dvije dimenzije
zbog Cega se deformacija ploce moze opisati preko deformacije srednje ravni ploce. Ova
pretpostavka omoguéava da se naponsko-deformacijska analiza ploce tretira kao 2D
problem mehanike kontinuma. Pored ove pretpostavke uvode se dopunske pretpostavke
za deformaciju po visini ploce. Primjenom teorija koje se zasnivaju na navedenoj
pretpostavci dobijaju se rezultati ¢ija tacnost zavisi od odnosa debljine ploce i krace
strane ploce. U zavisnosti od dopunskih pretpostavki razvijene su sljedece opste poznate
teorije ploca: teorija tankih ploca, strozija teorija ploca i teorija ploca viseg reda.
Primjena navedenih teorija za debele i umjereno debele ploce je ogranicena. Ogranicenje
se posebno odnosi za slucaj kada treba analizira veliki spektar problema ploca koje
posjeduju anizotropne karakteristike, kao Sto su slojevite kompozitne ploce napravljene
od slojeva koji nose u razli¢itim pravcima, Slika 1.. Za proracun ploca anizotropnih
karakteristika razvijene su savremenije teorije.

2. TEORIJSKI MODELI SLOJEVITIH KOMPOZITNIH PLOCA

Savremene kompozitne ploce dobijaju se kombinacijom viSe materijala razli¢itih
karakteristika ¢ime se postiZzu bolje fiziCko-mehanicke karakteristike ploce. Sloj je
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osnovni element slojevitih kompozitnih ploca i ¢ine ga osnovna masa i neprekidna
vlakna koja nose u jednom pravcu i koja su ugradena u osnovnu masu.
Za proracun uticaja u presjecima slojevitih kompozitnih plo¢a na rapolaganju nam stoje
sljedece teorije, [1] :

= Ekvivalentne jednoslojne teorije
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Slika 1. Slojeviti kompozit sa uglovima orijentacije slojeva

2.1.EKVIVALENTNE JEDNOSLOJNE TEORIJE

U ekvivalentne jednoslojne teorije, skrateno ESL-Equivalent Single-layer
LaminateTheory, spadaju: klasi¢na teorija slojevitih plo¢a, smicuca teorija prvog reda i
smicuce teorije veceg reda, u skladu sa teorijama koje se navedene za homogene i
izotropne materijale. Za ove teorije karakteristicno je to da se krutosti materijala
racunaju za plocu kao cjelinu. U jednoslojnim teorijama usvaja se jedna funkcija za
promjenu komponentalnih pomjeranja po debljine ploce, pa su smic¢uce deformacije
neprekidne po debljini. U radu su ESL teorije hijerarhijski navedene.

Klasicna teorija slojevitih ploca - CLPT teorija

Klasi¢na teorija slojevitih ploca u literaturi poznata kao CLPT - Classical Laminated
Plate Theory je najjednostavnija teorija. Ova teorija zasnovana na pretpostavci da
presjek nakon deformacije ostaje prav i upravan na deformisanu srednju ravan ploce,
Slika 2..
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Slika 2. Deformacija presjeka - CLPT Slika 3. Deformacija presjeka - FSDT
teorija teorija

CLPT teorija se primjenjuje za tanke slojevite ploce, dok je primjena ove teorije za
umjereno debele i debele slojevite ploe ograni¢ena.
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Smicuca teorija prvog reda - FSDT teorija

Smicuca teorija prvog reda, skraceno FSDT- First Order Shear Deformation Theory,
uvodi konstantno smicanje presjeka po debljini. Prema ovoj teoriji presjek ploce koji je
prije deformacije bio upravan na srednju ravan ploce ostaje prav i nepromijenjene duzine
ali ne i upravan na deformisanu srednju ravan, Slika 3.. Komponentalna pomjeranja
FSDT teorije data su u funkciji od u,, v,, W, - komponentalnih pomjeranja srednje ravni
ploce i ¢y 1 ¢y - rotacije normale oko osax1y.

I ako se primjenom ove teorije dobijaju ekonomicna rjeSenja ona ima svoje nedostatke
koji se odnose na komlikovan postupak odredivanja smici¢ih koeficijenata za presjek sa
proizvoljnim rasporedom slojeva. Primjenom MKE u rjeSavanju jednacina teorije, za
veoma tanke ploce, javlja se problem velikog ucesce deformacije klizanja u ukupnoj
deformaciji ploce.

Smicuce teorije veceg reda

Kod ovih teorija smicanje po visini presjeka se opisuje funkcijama veéeg stepena, Slika
4.. Razvijene su teorija smicanja drugog reda - Second-order Plate Theory i teorija
smicanja tre¢eg reda - Third-order Plate Theory. Teorije veceg reda od teorije treceg
reda se ne tretiraju zbog neekonomicnosti.
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Slika 4. Deformacija presjeka — teorije Slika 5. Layerwise teorija
vecéeg reda

Za definisanje komponentalnih pomjeranja po debljini slojevite ploce koriste se polinomi
veéeg reda (kvadratni ili kubni). U smicucoj teoriji treceg reda komponentalna
pomjeranja su data u funkciji od pomjeranja srednje ravni ploce, rotacija normala oko
koridnatnih osa ¢y, ¢, - rotacije normale oko osa X, y i z i rotacija veéeg reda yy,yy, W,
Ox 1 Oy. Odnosno, teorije drugog i tre¢eg reda ukljucuju dodatne nepoznate koje je tesko
fizi¢ki interpretirati. Nedostatak teorija treceg reda se odnosi na komlikovan postupak
Takode, ova teorija obezbjeduje relativno malo poveéanje ta¢nosti uz znacajno uvecanje
troSkova proracuna, dok se rjeSavanjem jednacina ove teorije primjenom Metode
konacnih elemenata javlja problem kontinuiteta.

2.2. TEORIJA SLOJEVA

ESL teorije su jednostave, ekonomski opravdane i obezbijeduju “dovoljnu tacnost” za
tanke slojevite ploCe anizotropnih karakteristika. Medutim, ove teorije ne mogu
obuhvatiti vecinu problema koje se mogu javiti kod slojevitih savremenih kompozitnih
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ploce. Na primjer, primjenom ovih teorija ne mogu se razmatrati materijalne i
geometrijske imperfekcije na nivou sloja, ukljucujuci i delaminacije izmedu slojeva.
Nedostatak je i to Sto se povecanjem debljine ploce smanjuje tacnost rjeSenja. Teorije
slojeva omogucavaju uvodenje mnogo tacnijih modela kojim se mogu opisati naznaceni
problemi. Primjenom ovih teorija kinematicki mnogo tacnije se prikazuje deformacija
poprecnog presjeka duz svakog sloja za umjereno debele i debele slojevite ploce. U
teoriji slojeva razmatranja se sa nivoa ploc¢e svode na nivo sloja. Svaki sloj se posmatra
odvojeno, a onda se, u zavisnosti od zahtjevane tacnosti, definiSu uslovi kompatibilnosti
na vezama slojeva i uticaj jednog sloja na drugi uz zadovoljenje uslova ravnoteze i
grani¢nih uslova.
Istorijski gledano, sedamdestih godina proslog vijeka razvijene su teorije sloj po sloj
(obezbijeduju C° kontinuitet), a nakon toga 90-tih godina proslog vijeka razvijena je
opsta teorija slojeva (GLPT- Generalized Layerwise Plate Theory). Opsta teorija slojeva
koristi postupak sloj po sloj pri ¢emu se u prora¢un uvodi i komponentalno pomjeranje
u pravcu z ose i smicuce deformacije u ravnima upravnim na ravan ploce.
Opsta teorija slojeva bazirana je na ideji Reddy-ja (1987) na osnovu koje se pomjeranja
mogu predstaviti kao linearna kombinacija koordinata u ravni i funkcije koordinate po
debljini plo¢e (GLPT- Generalized Layerwise Plate Theory). Funkcija promjene
komponentalnih pomjeranja po debljini ploc¢e definiSe se LangranZovim interpolacionim
funkcijama zbog ¢ega su pomjeranja neprekidna i omoguéavaju da naponi po debljini
mogu biti prekidni na vezama slojeva razlic¢itih materijalnih karakteristika.
U teoriji slojeva vrsi se diskretizacija po debljini ploce pri ¢emu broj elemenata moze
biti veéi, jednak ili manji od broja slojeva. Uobicajeno je da se svaki sloj tretira kao
jedan element, Slika 5.. U zavisnosti od usvojenog polja pomjeranja, odnosno polja
osnovnih nepoznatih, u teoriji slojeva definiSu se sljedece teorije:Potpuna teorija slojeva
- Full Layerwise theory i Parcijalna ili Nepotpuna teorija slojeva - Partial Layerwise
Theory). U slucaju kada se pretpostavi da je komponentalno pomjeranje u pravcu z,
w=w(X,y), konstantno po debljini ploce i kada se pretpostavi da je odgovarajuca
normalna deformacija €,=0, dobija se specijalan slucaj teorije slojeva. Teorija zasnovana
na ovim pretpostavkama je Nepotpuna teorija slojeva, a komponentalna pomjeranja ove
teorije definisana su sa:

u(x,y,z)=u(x,y)+U(x,,z)

v(x,y,z) =v(x,y)+V(x,y,2)

)
w(x, y,z) = w(x, y)

gdje su: u(x,y), v(x,y), w(x,y) pomjeranja srednje ravni ploce, a U(x,y,z) i V(x,y,z) dodatna
pomjeranja po debljini ploce.

3. SAVIJANJE SLOJEVITIH KOMPOZITNIH PLOCA

U Nepotpunoj teoriji slojeva uslovne jednacine za probleme savijanjana ploca dobijaju
se primjenom principa virtualnih pomjeranja, a za slucaj kada ne postoji promjena
kineticke i toplotne energije ploCe. Uslovne jednaline problema savijanja slojevitih
ploca ¢ini sistem od 3+2N jednacina, gdje je N broj slojeva, [2],[3]:
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Slika 6. Linearne interpolacione funkcije

Za svaki sloj koji se tretira kao 1D element po debljini ploce usvajaju se linearne
interpolacione funkcije. Na Slici 6. prikazane su usvojene interpolacione funkcije za
slucaj kada je broj slojeva N=6 i broj ¢vorova n=7.

Rjesenja uslovnih jednadina problema (2) mogu se dobiti u zatvorenom obliku ili
numericki.
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Slika 7. Raspored normalnih napona po debljini slojevite ploce 0°/90°/0°/90°
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Slika 8. Raspored smicuéih napona po debljini slojevite ploce 0°/90°/0°/90°

Analiticko rjeSenje se dobija primjenom dvostrukih redova uz zadovoljenje grani¢nih
uslova na konturi ploce,[2]. Za Getvoroslojnu plo¢u 0°/90°/0°/90° koja je slobodno
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oslonjena duz sve Cetivi konture na Slikama 7. 1 8. dati su normalni i smicuéi naponi u
bezdimenzionom obliku za slucaj dejstva ravnomjerno raspodijeljenog opterecenja.

45°/.45°/45°/45°, ath=10 o

45%/-45%/-45°/45°, a/h=10

~ 45° 45°
0.07 5= ; 0.075 e —
Ty -45° g -45°
0.050) = 0.050 e
e -45° — 457
0.025) . = > 0.025 - | :
>~ 45° e 45
Ol 1 . e | o) I T E— " —
-0.3 -0.2 =01 n (i 0.2 0.3 -N.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
.. G,y
45°/-45°4-45°/45°, a/h=10 45°/-45°/-45°/45°, a/h=10
0.1 0.1y :
T 45° T 45°
0.075} S 0.075) o
i -45° > -45°
0.050 0.050} £
L -45° -45°
0.025 et 0.025 —
45° = — 45°
Ol ' . L ol i .
[0} 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
o, G,

x7 yz

Slika 9. Raspored napona po debljini slojevite ploce 45°/-45°/-45°/45°

Sistem jednacina (2) numericki se rjeSava primjenom Metode konaénih elemenata [3] pri
¢emu se uvode dva tipa interpolacionih funkcija. Prvi tip su interpolacione funkcije u
ravni, a drugi tip su interpolacione funkcije po debljini ploc¢e koje su funkcije jedne
promjenljive z. Interpolacione funkcije u ravni mogu biti funkcije odabrane iz Sirokog
spektra standardnih interpolacionih funkcija za 2D problem. Interpolacione funkcije po
debljini plo¢e mogu biti linijske, kvadratne ili funkcije veéeg reda. Na Slici 9. dati su
naponi u bezdimenzionom obliku dobijeni primjenom MKE za slobodno oslonjenu
pravougaonu C&etvoroslojnu plo¢u simetriénog rasporeda slojeva 45°/-45°/-45°/45° i
usvojeni E4-L4 konaéni element.

4. ZAKLJUCAK

Za rjesavanje problema savijanja debelih i umjereno debelih slojevitih ploca koje su
dobijene kombinacijom slojeva koji nose u razli¢itim pravcima i koji su napravljeni od
savremenih kompozitnih materijala, preporucuju se “layerwise” teorija koja razmatraju
problem na nivou sloja. Ove teorije su jednostavnije od 3D teorija, a zasnovane su na
ideji dobijanja rjeSenja kombinacijom 2D i 1D problema. Diskretizacijom po debljini
ploce omogucava se da problemi geometrijskih nesavr§enosti budu opisani jednostavnim
dodavanjem odgovarajucih ¢lanova u pretpostavljenom polju pomjeranja.
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BENDING OF THICK AND MODERATE THICK
LAMINATED COMPOSITE PLATES

Summary: Review of theoretical and numerical models for defining the stress-strain
state in the cross section of moderately thick and thick laminated composite plates in
case of bending is presented in this paper. Layered composite plates are constructed by
combining layers with different material and geometrical characteristics of each layer.
These layers have bearing capacity in previously defined directions. The problem of
laminated composite plates cannot be successfully solved by applying the Equivalent
Single-layer Laminate Theory or ESL theory. Contemporary theories of plates, in the
literature known as Layerwise Plate Theory, are more applicable for these plates. At the
end of this paper numerical examples for the Partial Layerwise Theory are given.

Keywords: laminated composete plates, thich plate, Layerwise theory
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